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本 教材 是 华东 师范 大 学 数学 系 教师 的 集体 创作 ,只 有 一 个 例外 : 
北京 师范 大 学 的 严 士 健 教授 。 他 为 本 书写 了 “和 鱼 塘 里 有 多 少 鱼 一 一 
从 超 几 何 分 布 谈 起 ”。 一 本 教材 为 何 要 动员 如 此 多 的 教授 来 完成 , 究 
竟 难 在 何 处 ? 

本 书 创作 的 艰辛 ,一 言 难 尽 。 首先 是 没有 类 似 的 著作 可 做 参考 ， 
一 切 几乎 都 得 从 头 做 起 。 其 次 是 现代 数学 内 容 广 泛 ,一 个 人 的 知识 
范围 有 限 ,不 得 不 集中 大 家 的 智慧 。 再 次 ,更 难 的 是 通俗 化 。 各 门 数 
学 学 科 的 专家 有 自己 的 一 套 语言 .概念 定义、 定理、 公式 ,如 果 腿 此 
写 下 来 ,读者 必定 看 匿 欲 睡 。 因此 ,如 何 将 朴素 的 原始 数学 思想 以 生 
动 、 平 和 的 语言 写 出 来 ,使 读者 得 到 现代 数学 观念 的 鼻 陶 ,是 本 书写 
作 的 最 难 之 处 。 写成 现在 这 个 样子 ,已 经 花 了 九 牛 二 虎 之 力 , 但 是 仍 
然 不 能 说 令 人 满意 。 

本 书 是 中 学 数学 骨干 教师 国家 级 培训 的 产物 。 《现代 数学 选 讲 》 
是 一 门 必 修 课 。 本 书 就 是 该 课 的 一 份 讲义 。 为 中 学 教师 写 书 ,应 是 
高 师 院 校 教师 的 责任 ,也 是 一 份 光荣 。 不 过 ,许多 中 学 教师 似乎 并 不 
喜欢 这 门 课 , 说 是 离开 中 学 大 远 , 适 应 不 了 教学 需要 。 这 有 数学 教师 
方面 的 原因 ,更 多 是 这 门 课程 内 容 上 的 问题 。 这 份 讲义 ,是 在 正 反 两 
方面 经 验 的 基础 上 完成 的 。 教学 效果 逐步 改进 ,最 后 受到 了 一 定 的 
欢迎 。 2 
中 学 数学 教师 不 喜欢 现代 数学 是 一 个 老 问 题 , 也 是 个 普 记 的 问 
题 。 这 是 数学 的 翡 哀 ,也 是 数学 教育 的 悲哀 。 君 不 见 ， 中 学 物理 课本 
里 有 爱 因 斯 坦 的 相对 论 , 化 学 教 村 里 有 “化学键 理论 。 生物 学 教师 
不 懂 “ 克 隆 ”.DNA 和 RNA 的 常识 觉得 说 不 过 去 ,语文 教师 则 和 大 
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学 教授 一 样 地 研究 鲁迅 、 老 合 、 郭 法 若 ,达到 当代 研究 的 前 洛 。 为 什 
么 惟独 中 学 数学 和 现代 数学 如 此 隔绝 ? 

确实 ,数学 有 其 严格 的 逻辑 顺序 ,往往 不 是 曾 旋 上 升 ,而 是 “初等 
数学 "高 等 数学 "那样 地 直线 安排 。 有 人 把 它 形 容 为 “铁路 警察 ,各 
管 一 段 "。 中 学 数学 老师 不 懂 现 代数 学 ,照样 当 特 级 教师 。 但 是 , 特 
点 只 是 特点 而 已 ,总 不 能 脱离 一 般 的 科学 规律 。 事 实 上 ,数学 还 有 另 
外 生动 活 波 的 一 面 ,数学 的 原始 观念 同样 是 村 素 易 懂 的 。 现 代数 学 
和 中 学 数学 之 间 并 没有 不 可 逾 越 的 鸿沟 。 数 学 的 表述 过 于 形式 化 ， 
给 人 那 种 “枯燥 ”和 干净"“ 难 懂 " 的 感觉 ,责任 在 数学 家 自己 。 过去, 数 
学 以 女王 自居 ,又 不 肯 走 下 “王位 ",“ 与 民 同 乐 "。 但 是 , 随 着 时 代 的 
改变 ,数学 正在 深入 到 各 行 各 业 ， 乃 至 千家 万 户 。 数 学 已 经 从 幕后 走 
到 台 前 ,以 数学 技术 服务 于 社会 ,显示 出 “高 效 .优质 ”服务 的 “侍女 ” 
的 一 面 。“ 女 王 ” 和 “侍女 "是 数学 的 两 个 侧面 , 缺 一 不 可 。 数 学 ,是 到 
了 要 改变 自己 公众 形象 的 时 候 了 。 本 书 就 是 这 样 一 种 尝试 。 我 们 用 
尽量 通俗 的 笔触 ,把 现代 数学 若干 侧面 展现 出 来 ,力图 给 人 一 种 易于 
接近 、 比 较 可 素 的 形象。 

一 些 中 学 数学 教师 不 喜欢 现代 数学 , 酸 成 这 杯 苦 酒 的 还 有 高 师 
院 校 自 己 。 高 师 数学 系 的 课程 中 ,过 度 追求 形式 化 成 为 一 种 遗传 ,一 
直 带 到 中 学 。 数 学 教学 要 讲 推理 ,但 更 要 讲 道理 ;要 讲究 严格 表述 ， 
也 要 提倡 直 观 把握 。 物 理学 讲 原子 反应 ,大 家 均 不 知 其 详 , 却 依然 听 
得 津津 有 味 。 惟 独 数 学 的 规 拓 ,要 讲 就 “ 讲 深 讲 透 ", 推 导 正确 ,证 明 
完备 。 师 范 性 要 求 中 学 数学 教师 如 此 束 线 自 己 , 事 事 都 遵 小 司 微 ,不 
天 往 前 远 步 ,实在 有 点 害 人 。 例 如 ,高 师 数学 系 课 程 中 有 "几何 基 
珊 ”、“ 数 的 概念 ”之 类 老 前 夺 已 经 开拓 好 的 平台 ,本 来 了 解 平台 之 后 
“大 胆 地 往 前 走 ”就 是 了 , 偏 仿 只 有 高 师 数 学 系 “说 说 告 诚 ”说 ,这 是 
“基本 功 " 啊 ,基础 ” 字 , 不 学 好 将 来 危险 啊 ( 综 合 狂 大 学 数学 系 从 来 
不 开 这 些 课 , 却 没有 任何 危险 )! 难道 师范 院 校 只 会 往 下 看 , 往 后 看 ? 
多 往 前 看 看 如 何 ?于 是 我 们 设想 这 本 (现代 数学 大 观 》, 应 该 体现 往 
前 看 的 态度 。“ 大 观 ” 的 有 些 内 容 ,不 能 深究 ,也 只 是 “ 望 望 ”而 已 。 比 
如 看 一 个 建筑 ,可 以 观察 内 在 细部 结构 或 工艺 技术 ;也 可 以 是 路 望 其 
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外 部 轮廓 .欣赏 其 外 在 的 美 , 求 得 总 体 把 握 。 总 之 ,许多 数学 也 是 可 
以 “ 望 一 下 ”的 。 当 然 , 严 格 推 理 和 大 胆 想象 ,局 部 处 理 和 宏观 考察 ， 
二 者 需要 有 机 结合 ,不 能 单打 一 。 

时 序 到 了 2001 年 ,新 世纪 开始 了 。 数 学 教育 呈现 出 新 气象 。 国 
家 中 小 学 数学 课程 标准 有 了 重大 变化 。 微 积分 、 和 矩阵 向 量 、 数 据 处 
理 、 算 法 分 析 、 数 学 建 模 、 数 学 文化 ,都 会 相继 进入 高 中 课程 ,再 用 老 
眼光 看 中 学 ,“ 固 守 ? 初 等 数学 ,恐怕 是 不 行 了 。 高 师 数 学 系 的 面 狐 也 
在 改变 。 数 学 建 模 、 数 学 实验 、 数 学 教育 概论 、 数 学 教育 技术 ,包括 
“现代 数学 大 观 ” 等 等 课程 ,都 会 使 未 来 的 数学 教师 具有 新 的 数学 观 
念 和 数学 知识 结构 。 那 时 ,中 学 数学 教师 惟一 些 现代 数学 ,就 是 水 到 
渠 成 的 事 。 

最 后 ,我 们 说 说 本 书 的 结构 。 这 里 一 共有 三 个 部 分 : 

第 一 部 分 ,现代 数学 概 狗 。 这 是 宏观 地 考察 20 世纪 的 数学 和 展 
望 21 世纪 的 数学 。 数学 是 社会 的 一 部 分 ,我 们 应 当 从 社会 进步 的 角 
度 寻 找 数学 发 展 的 轨迹 ,不 能 只 在 数学 内 部 的 逻辑 关系 里 网 图 子 。 

第 二 部 分 ,现代 数学 基础 专题 选 讲 。 它 涉 及 一 批 基本 的 数学 专 
题 ,从 集合 论 开始 ,包括 随机 性 数学 、 模 糊 性 数学 数学 结构 拓扑 方 
法 、 算 法 分 析 、 统 计 聚 类 、 运 筹 优化 选举 模型 等 等 。 主要 是 了 解 现代 
数学 的 基本 思想 和 基本 走向 。 读者 可 以 借助 一 些 例子 ,体会 现代 数 
学 的 真 谤 和 价值 。 

第 三 部 分 ,现代 数学 若干 进展 介绍 。 这 一 组 问题 涉及 现代 数学 
的 重要 事件 和 主要 成 就 。 包括 编码 和 密码 、 时 空 几何 、 费 马 大 定理 的 
解决 .小 波 分 析 、 非 线性 数学 、 混 沌 分形、 金融 数学 等 等 。 这 些 课 题 
在 一 定 程度 上 反映 了 当代 数学 的 进展 。 尽管 内 容 比较 深奥 ,但 叙述 
上 强调 深入 浅 出 , 读 慌 一 个 大 概 是 必要 和 可 能 的 。 

本 书 称 为 “大 观 ", 就 是 想 让 学 生 知 其 大 意 、 观 其 轮廓、 感受 其 深 
刘 、 欣 党 其 美丽 , 旨 在 扩大 视野 ,提高 修养 。 当然 ,这 里 并 非 只 是 空 
话 ,还 是 有 真正 的 数学 内 容 ,至 少 是 一 些 重要 的 范例 和 问题 ,还 是 要 
和 弄 清 其 数学 含义 。 

凡事 开头 难 。 我 们 希望 通过 这 门 课程 的 开设 ,有 助 于 数学 教师 
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数学 观 的 转变 ,数学 教育 观 的 更 新 ,以 新 的 面 角 , 迎 接 21 世纪 的 挑 
战 。 至 于 是 否 能 够 达到 原 有 的 设想 , 则 需要 由 实践 来 检验 ,特别 是 中 
学 教师 的 检验 。 我 们 期 待 着 。 
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数学 ,一 种 古老 而 又 年 轻 的 文化 。 人 类 从 蛮荒 时 代 的 结 绳 计数 ， 
到 如 今 用 电子 计算 机 指挥 字 害 航行 ,无 时 无 刻 不 受 到 数学 的 思 惠 和 
影响 。 一 个 发 达 的 社会 ,没有 强盛 的 数学 研究 是 不 可 想象 的 。 

历史 为 我 们 作出 了 答复 。 古 埃及 尼罗河 边 的 几何 学 为 金字 塔 的 
辉煌 俊生。 伴随 古 希腊 文明 出 现 的 是 《几何 原本 》。 漫 漫 的 中 世纪 长 
夜 ,欧洲 数学 归于 沉寂 。 文 艺 复 兴 的 来 临 ,涌现 出 开 普 勒 、 笛 卡 儿 、 帕 
斯 卡 、 费 马 这 样 的 数学 天 才 。17 世纪 的 伟大 科学 革命 , 始 自 牛 
顿 一 一 一 位 伟大 的 物理 学 家 ,也 是 一 位 数学 家 , 微 积分 的 发 明 者 。 拿 
破 仑 的 凯旋 ,孕育 了 法 国 数学 学 派 。 大 数学 家 高 斯 、 黎 曼 、 克 莱 因 、 希 
尔 伯 特 , 随 着 德意志 资产 阶级 的 兴盛 而 成 长 。 当 1933 年 希特勒 葬送 
德国 数学 之 后 ,世界 数学 中 心 移 到 美国 的 普林斯顿 。 改 变 人 类 生活 
的 电子 计算 机 ,出 现 于 1940 年 代 的 美国 , 它 的 设计 人 是 一 位 数学 家 : 
冯 。 诺 伊 曼 。 

2000 年 8 月 在 日 本 东京 举行 国际 数学 教育 大 会 ,大 会 主席 其 田 
宏 教授 提 到 数学 发 展 史上 的 四 个 高 峰 ， 

公元 前 300 年 的 欧 儿 里 得 (几何 原本 六 

微 积分 的 发 明和 应 用 ， 

19 世纪 至 20 世纪 初 的 公理 化 数学 ， 

以 计算 机 技术 为 基础 的 当代 数学 。 

和 第 二 个 高 峰 相似 ,当代 数学 课题 更 多 地 来 自 现实 需要 ,数学 方 
法 丰富 多 样 ,数学 和 其 他 科学 的 交互 作用 空前 活跃 。 许 多 高 新 技术 
的 本 质 可 以 归结 为 一 种 数学 技术 。 而 和 且 , 数 学 作为 一 种 技术 ,可 以 直 
接 产生 经 济 效益 。 这 就 是 说 ,数学 已 从 社会 发 展 的 幕后 走向 台 前 。 
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一 场 悄悄 的 数学 革命 ,正在 我 们 身边 发 生 。 

@ 变化 着 的 数学 观 一 一 从 陈景润 到 王选 

1970 年 代 末期 ,中 国 的 科学 春天 来 临 。 徐 迟 的 报告 文学 ( 哥 德 
巴赫 狂想》 风靡 全 国 , 陈 景 润 的 名 字 一 夜 之 间 传 遍 大 江南 北 ,成 为 中 
国 科学 复兴 的 英雄 。 他 在 “ 哥 德 巴 雷 猜想 ”上 的 成 就 至 今 仍 在 世界 上 
领先 。 当 费 马 猜想 于 1995 年 宣布 解决 之 后 ,21 世纪 的 数学 难题 中 ， 
彻底 解决 “ 哥 德 巴赫 猜想 ?成 为 数学 家 面临 的 主要 课题 。 

陈景润 从 事 的 数论 ,是 一 门 纯粹 科学 。 数 论 的 价值 何在 ? 一 方 
面 ,在 智力 奥林匹克 赛场 上 角逐 , 胜 者 为 王 。 另 一 方面 ,世界 顶尖 数 
论 专家 纷纷 投身 密码 研究 ,数论 研究 涉及 国家 安全 以 及 企业 机 密 。 
但 是 ,中 国 的 数学 和 公众 之 间 存 在 着 某 种 隔膜 。 尽 管 陈景润 的 科学 
精神 感人 至 深 ,但 是 公众 普遍 认为 ,数学 只 是 其 他 科学 的 语言 ,只 能 
作为 训练 思维 的 体操 。 至 于 数学 对 经 济 建设 的 贡献 .对 社会 的 推动 
则 是 间接 的 , 演 不 了 主角 ,项 多 是 “幕后 英雄 ”而 已 。 

进入 1990 年 代 , 情 况 逐 渐 发 生变 化 ,数学 技术 开始 在 中 国 显示 
威力 。 一 项 闻名 中 外 的 科学 成 就 又 一 次 和 数学 结缘 :以 王选 为 总 裁 
的 方正 集团 开发 了 “汉字 激光 照排 系统 印刷 技术 ”。 王 选 ,1962 年 毕 
业 于 北京 大 学 数学 系 。 他 所 领导 的 这 项 告别 “ 铅 与 火 ” 的 印刷 术 革 
命 ,其 原理 基于 一 项 数学 技术 一 一 “数据 压缩 "。 目 前 ,方正 集团 及 其 
伙伴 占领 了 汉字 印刷 国内 市 场 的 99%, 国 外 市 场 的 70%。 王 选 成 为 
中 国 “ 最 能 挣 钱 的 科学 家 之 一 ”。 数 学 可 以 直接 产生 经 济 效益 ,又 一 
次 为 事实 所 证 明 。 数 学 对 社会 的 贡献 已 从 间接 服务 转变 到 直接 干 
预 ,也 就 是 说 ,数学 的 社会 功能 已 从 单纯 为 其 他 学 科 提 供 工具 ,发 展 
为 直接 创造 价值 。 

@ 无 处 不 在 的 数学 技术 一 一 从 CT 扫描 到 飞行 控制 

在 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 许 多 数学 家 进行 了 反对 希特勒 法 西 斯 
的 努力 ,一 大 批 直接 服务 于 战争 需要 的 数学 技术 随 之 产生 。 

1940 年 ,英国 和 美国 海军 为 了 对 付 德 国 潜艇 的 威胁 ,创立 了 运 
筹 学 。 在 不 增加 设备 的 情况 下 ,依靠 数学 智力 ,运筹 学 可 以 帮助 提高 
设备 能 力 和 使 用 效率 。 
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1942 年 ,苏联 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 美国 的 维 纳 分 别 研究 火炮 的 自 
动 跟踪 装置 ,发 展 随机 过 程 的 预测 和 滤波 理论 ,提高 防空 效率 。1948 
年 维 纳 发 表 著 名 的 《控制 论 》。 

1939 年 起 ,英国 的 数学 家 图 灵 帮 助 英国 情报 部 门 破译 德军 密码 
成 功 。 美 军 破译 日 军 密码 电报 ,击落 日 本 大 将 山本 五 十 六 的 座机 。 

1944 年 , 冯 。 诺 伊 曼 创 立 的 对 策 论 用 于 太平 洋 战 争 的 战术 
决策 。 

美国 政府 组 织 的 “应 用 数学 小 组 (AMP)”, 参 与 空中 火箭 发 射 、 
水 下 弹道 .B-52 珍 炸 机 的 计算 等 。 数 学 家 参与 原子 弹 的 研制 。 波 兰 
裔 数学 家 S。 乌 拉 姆 为 氢弹 研制 作出 了 关键 贡献 。 

数学 在 反 法 西 斯 战争 中 卓有成效 的 工作 , 极 大 地 改造 了 数学 本 
身 。 战 后 和 平时 期 的 数学 技术 ,基于 计算 机 的 应 用 在 更 广阔 的 范围 
内 展开 。 

1950 年 , 冯 。 诺 伊 曼 等 使 用 电子 计算 机 进行 “数值 ”天 气 预 报 。 
他 们 使 用 计算 机 求解 大 气 环流 方程 ,迅速 得 出 数学 解 ,和 经 验 预报 相 
印证 ,获得 成 功 。 

计算 机 技术 的 迅猛 发 展 ,使 得 计算 机 模拟 技术 得 以 实现 。 飞 机 
设计 不 必 痢 在 风 洞 中 做 实验 ,测试 大 炮 性 能 不 必 都 采用 实弹 射击 , 原 
子弹 等 地 下 核 试验 可 以 在 计算 机 上 模拟 ,甚至 可 以 在 计算 机 上 进行 
军事 演习 。 

1979 年 的 诺 贝尔 医学 奖 授予 美国 的 柯 马克 和 英国 的 洪 斯 费 尔 
德 , 讲 奖 他 们 运用 数学 上 的 拉 东 变换 原理 ,设计 了 CT 层 析 仪 。 人 体 
层 析 摄 影 技术 造福 千 千 万 万 的 人 群 ,说 到 底 乃 是 一 种 数学 技术 的 
实现 。 

工业 管理 的 自动 化 , 除 自动 化 设备 之 外 ,往往 还 有 一 项 价值 上 百 
万 的 “说 明 书 ”, 其 实 就 是 一 个 “数学 模型 ”一些 数据 而 已 。 

人 们 享受 数学 文明 可 说 无 处 不 在 。 飞机 起 飞 降落 定位 需要 卡尔 
机 滤波 技术 ,汽车 设计 需要 计算 机 模拟 ,企业 管理 使 用 数学 模型 , 医 
院 看 病 使 用 数字 技术 ,药品 效果 有 赖 统计 分 析 , 股 票 涨 落 需 要 数学 信 
算 , 计 算 机 设计 使 用 2 进位 数 ,软件 设计 依赖 离散 数学 ,人 工 智能 的 
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基础 是 数学 方法 …… 

在 社会 科学 方面 ,人 口 预 测 、 环 境 控 制 、 保 险 精算 、 交 通 管理 、 社 
会 发 展 模型 ,都 离 不 开 数 学 的 参与 。《 红 楼 梦 》 作 者 是 谁 ” 统 计 学 家 
作出 了 客观 的 判断 。 

1990 年 代 以 前 ,日 本 是 电视 大 国 。 为 研制 高 清晰 度 电 视 的 制 
式 , 日 本 和 西欧 国家 在 模拟 制式 上 投入 了 数 十 亿美 元 。 但 是 ,1993 
年 美国 的 数字 化 电视 方案 出 世 后 ,立即 “横扫 千 军 ,使 模拟 式 方案 变 
成 一 张 废 纸 。 支 持 电 视 数 字 化 的 是 一 种 数学 技术 一 一 小 波 技术 ， 它 
能 将 庞大 的 数据 压缩 到 最 低 限 度 ,使 得 图 像 的 数字 传输 成 为 可 能 。 
这 样 ,21 世纪 世界 电视 业 的 领导 权 也 就 落 入 美国 手中 。 数 学 技术 的 
威力 ,由 此 可 见 一 斑 。 

有 人 预言 ,未 来 的 数学 研究 ,只 有 10% 的 工作 以 发 表 论 文 为 目 
的 ,90%6 的 数学 将 是 到 各 行 各 业 用 计算 机 解决 那里 的 数学 问题 。 这 
种 估计 虽然 有 些 言 过 其 实 ,但 作为 一 种 发 展 趋势 ,恐怕 不 无 道理 。 

@ 人 金融 数学 异军突起 一 一 诺 贝尔 经 济 学 奖 中 的 数学 工作 

经 济 学 中 运用 数学 方法 ,在 计划 经 济 时 代 曾经 不 被 重视 。1938 
年 ,苏联 著名 数学 家 康 特 罗维奇 创建 “线性 规划 ?方法 ,可 以 使 线性 约 
来 条 件 下 的 线性 目标 达到 最 优 。 不 过 它 在 苏联 长 期 未 能 推广 。 但 
是 ,美国 独立 发 现 的 线性 规划 方法 ,每 年 可 以 为 企业 获得 几 十 亿美 元 
的 经 济 效益 。1971 年 , 康 特 罗维奇 和 美国 的 柯 普 曼 共 同 获得 诺 贝 尔 
经 济 学 奖 。 

西方 的 数理 经 济 学 已 经 有 100 多 年 的 历史 。 其 基本 原理 是 一 般 
经 济 均衡 理论 。 一 个 经 济 体 有 生产 者 和 消费 者 。 消 费 者 追求 消费 的 
最 大 效用 ,生产 者 追求 生产 的 最 大 利润 。 价格 杠杆 对 需求 和 供给 进 
行 调节 ,最 终 使 市 场 达到 一 个 理想 的 平衡 。 这 套 理论 的 理想 研究 方 
式 是 数学 方法 ,特别 是 公理 化 方法 。 用 数学 工具 得 到 理想 均衡 模型 
的 经 济 学 家 ,先后 成 为 诺 贝尔 经 济 学 奖 获 得 者 。 其 中 有 1970 年 的 萨 
织 尔 森 ,1972 年 的 希 克 斯 、 阿 罗 ,1983 年 的 德 布 鲁 。 阿 罗 和 德 布 售 者 
是 科班 出 身 的 数学 家 。 

由 于 西方 证 券 市 场 的 发 展 , 证 券 理 论 的 研究 和 实践 在 经 济 学 中 
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的 地 位 日 益 突出 ,终于 发 生 了 “华尔街 草 命 ”。1990 年 的 诺 贝尔 经 济 
学 奖 授予 马克 维 奇 夏普 和 米 勤 。 他 们 研究 如 何在 多 种 证 券 上 投资 ， 
能 使 收益 最 大 。 他 们 把 收益 和 风险 这 些 本 来 非常 模糊 的 概念 变 成 明 
确 的 数学 概念 ,并 导出 资本 资产 定价 模型 等 重要 理论 。1997 年 的 诺 
贝尔 经 济 学 奖 则 授予 肖 尔 斯 和 默 顿 ,他 们 的 工作 与 期 权 定价 理论 
有 关 。 

期 权 , 是 指 在 未 来 某 时 刻 以 某 种 价格 购买 某 货 物 的 权利 。 比 如 ， 
我 们 约定 在 明年 11 月 1 日 ,以 每 千克 1 元 的 价格 收购 1 万 千克 的 柑 
橘 。 如 果 那 时 的 市 价 高 于 1 元 , 则 仍 以 工 元 收购 。 如 果 低 于 工 元 , 则 
可 以 不 收 。 这 样 的 稳 赚 不 赔 的 “期 货 购 买 权利 ”, 当然 要 付出 代 
价 一 一 期 权 的 价格 。1973 年 , 布 赖 克 和 肖 尔 斯 提出 了 计算 期 权 定 价 
的 公式 ,这 是 用 随机 微分 方程 .布朗 运动 \ 随 机 积分 等 数学 工具 描述 
的 一 个 公式 。 由 于 数学 计算 结果 和 期 权 实 际 成 交 价 格 十 分 吻合 ,这 
一 数学 金融 技术 引起 了 华尔街 的 “金融 革命 "。 布 赖 克 于 1995 年 去 
世 , 所 以 没有 和 肖 尔 斯 一 起 获得 1997 年 的 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 

在 1990 年 代 末 , 国 际 金融 危机 层 展 发 生 。 英 国 老牌 的 巴林 银行 
因 期 权 投机 而 倒闭 。 亚 洲 金融 危机 爆发 。 国 际 金融 大 名 想 知 叭 香港 
没有 成功 。 一 些 对 冲 基 金 由 于 忽视 小 概率 事件 遭 到 重创 。 这 些 震 功 
世界 的 金融 事件 ,都 是 金融 数学 的 研究 对 象 。 异军突起 的 金融 数学 
现 已 引起 国人 的 极 大 重视 ,我 国 数学 家 也 在 这 方面 有 一 些 出 色 的 工 
作 。 1997 年 ,国家 自然 科学 基金 会 把 金融 数学 列 为 优先 发 展 的 学 科 
之 一 。 

@ 数学 是 统一 的 一 “核心 数学 ”更 加 “核心 ” 

由 于 计算 机 技术 的 发 展 ,20 世纪 下 半 叶 数学 发 展 的 一 个 大 趋势 
是 应 用 。 但 是 ,应 用 数学 的 基础 是 “核心 数学 ”。 没有 核心 数学 的 支 
持 , 数 学 应 用 是 走 不 远 的 。 历史 一 再 证 明 , 许 多 数学 不 能 立刻 应 用 于 
实际 , 却 往 往 在 不 经 意 的 时 候 获得 应 用 。19 世纪 高 斯 研究 的 数论 ， 
没 想到 会 在 20 世纪 的 密码 学 中 大 显 神威 。 非 欧 几何 与 张 量 分 析 是 
纯粹 理性 思维 的 产物 , 几 十 年 后 在 爱 因 斯 坦 相对 论 中 获得 应 用 。 拉 
东 变换 曾经 是 一 个 不 起 眼 的 纯 理 论 , 不 想 却 为 CT 层 析 技术 提供 了 
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数学 模型 。 三 角 级 数 是 老 学 科 了 ,数据 压缩 使 用 的 小 波 技术 正 发 生 
在 这 块 土地 上 。 陈 省 身 在 1940 年 代 创建 的 纤维 从 理论 (整体 微分 几 
何 ), 竟 在 1970 年 代 的 杨振宁 -米尔 斯 规范 场 理 论 中 得 到 解释 .“ 数 
学 有 用 ”的 不 可 思议 性 是 我 们 认识 数学 的 一 项 基本 原则 。 

和 数学 应 用 一 样 ,核心 数学 同样 在 飞速 发 展 。“ 数 学 危机 ”数学 
壹 难 ?只 是 某 些 哲学 家 在 故 作 “惊人 之 语 ”。 核 心 数 学 的 发 展 趋势 至 
少 有 以 下 特点 : 

， 第 一 ,从 线性 到 非 线性 。 混 沌 分形 、 动 力 系统 等 研究 进展 迅速 。 
第 二 ,从 交换 到 非 交换 。 和 矩阵 、 算 子 的 乘法 都 是 不 可 交换 的 。 
第 三 ,从 1 维 数学 到 高 维 数学 ,特别 是 4 维和 无 穷 维 。 

第 四 ,随机 数学 和 确定 性 数学 、 离 散 和 和 连续、 局 部 性 质 和 整体 性 
质 间 的 对 立 与 整合 。 

无 论 数 学 怎样 发 展 ,数学 至 今 是 统一 的 。 由 于 中 国 过 去 的 经 济 
不 够 发 达 ,数学 课题 不 够 前 卫 , 数 学 观念 不 能 迅速 更 新 , 才 使 得 数学 
技术 的 价值 没有 在 社会 上 、 科 学 管理 机 构 里 ,以 及 数学 界 自 身 得 到 充 
分 认识 。 因 此 ,近年 来 我 国 许多 著名 数学 家 大 声 疾 呼 数学 应 用 的 重 
要 性 。 然 而 ,发 展 数学 技术 决 不 是 否定 纯粹 数学 的 价值 。 历 史 教训 
值得 记 取 。 应 该 说 ,“ 核 心 数学 ”更 加 “核心 ”，“ 应 用 数学 ”更 加 “应 
用 ”。 我们 所 要 做 的 只 是 数学 的 平衡 发 展 。 

2002 年 的 国际 数学 家 大 会 将 在 北京 召开 ,这 是 中 国 数学 进步 的 
新 起 点 。 愿 中 国 数学 在 新 世纪 里 更 上 一 层 楼 ,实现 “21 世纪 的 数学 
大 国 ” 的 理想 。 
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第 一 节 数学 科学 的 百年 回顾 


1900 年 ,在 巴黎 举行 的 国际 数学 家 大 会 上 ,数学 大 师 D: 希 尔 
伯 特 (Hilbert，1862 一 1943) 在 讲演 的 开始 就 说 “ 揭 开 隐藏 在 未 来 之 
中 的 面纱 ,探索 未 来 世纪 的 前 景 , 谁 不 兴奋 呢 ?"" 接着 ,他 提出 了 20 
世纪 需要 解决 的 23 个 数学 问题 。 现 在 ,20 世纪 已 经 过 去 ,一 百年 
来 ,数学 面纱 一 层 层 被 揭 开 。 爱 因 斯 坦 的 相对 论 ,20 年 代 出 现 的 量 
子 力学 ,产生 于 50 年 代 的 杨 -米尔 斯 规范 场 论 ,使 微分 几何 \ 拓 扑 理 
论 .抽象 分 析 获 得 全 新 的 原动力 。 电 子 计算 机 的 出 现 ,改变 了 人 类 社 
会 的 生活 方式 ,也 改变 了 数学 本 身 。 数 学 技术 渗入 到 航天 飞行 .医疗 
检测 、 经 济 管理 以 及 众多 的 社会 科学 领域 。 在 20 世纪 末 , 费 马 猜 想 
终于 获得 证 明 ,成 为 人 类 智慧 的 一 种 最 高 象征 。 希 尔 伯 特 在 1900 年 
提出 的 问题 ,多 半 已 经 有 了 结果 。 今 天 ,数学 家 们 又 在 为 21 世纪 的 
数学 问题 进行 构想 。 数 学 科学 仍 将 一 日 千里 地 迅速 发 展 ,在 探索 自 
然 奥 秘 和 推动 社会 发 展 中 作出 自己 的 贡献 。 中 国 数学 应 该 在 新 世纪 
为 人 类 作出 更 大 的 贡献 。 


1. 20 世纪 数学 的 开端 (1900 一 1918) 


在 19、20 世纪 之 交 , 法 国 的 . 庞 加 莱 (Poincare，1854 一 
1912) 是 无 可 争辩 的 数学 领袖 。 他 在 三 体 问题 微分 方程 的 定性 理 
论 .拓扑 学 的 大 量 原创 性 研究 ,成 为 挖掘 不 尽 的 数学 宝藏 。 如 果 说 庞 
加 莱 主 要 以 自然 科学 的 实践 背景 为 数学 研究 的 源泉 ,那么 德国 的 希 
尔 伯 特 则 更 多 地 从 数学 本 身 的 完善 上 寻求 数学 的 进步 。 他 的 著名 工 
作 有 数论 报告 ` 几 何 基础 、 抽 象 积分 方程 与 抽象 空间 。 希 尔 伯 特 倡导 
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的 形式 主义 学 派 , 成 为 20 世纪 的 主导 数学 哲学 。 

这 一 时 期 最 重要 的 数学 事件 ,是 爱 因 斯 坦 的 相对 论 把 新 时 代 的 
几何 学 推 到 了 科学 的 最 前 沿 。 四 维 时 空 的 狭义 相对 论 ,产生 了 闵 可 
夫 斯 基 空 间 几 何 。 弯 曲 时 空 的 广义 相对 论 , 使 得 张 量 分 析 、 黎 曼 几 
何 、 高 维 几何 成 为 物理 学 革命 的 工具 。 我 们 生存 着 的 宇宙 空间 ,可 以 
用 歼 曼 在 1867 年 创立 的 高 维 流 形 和 曲率 理论 来 描述 。 人 们 不 禁 惊 
叹 造 化 之 工 ,数学 之 巧 。 

在 物理 学 推动 数学 发 展 的 同时 ,纯粹 数学 也 以 惊人 的 方式 大 步 
前 进 。19 世纪 初 ,]，B ' 傅 里 叶 (Fourier，1768 一 1830) 提 出 的 调和 
分 析 ,是 众多 数学 分 支 的 出 发 点 。G ' 康 托 尔 (Cantor，1845 一 1918) 
从 研究 傅 里 叶 级 数 的 唯一 性 提出 “点 集 " 的 概念 ,以 后 发 展 为 “集合 
论 ”, 成 为 所 有 抽象 数学 的 表述 工具 。 法 国 的 H. 勒 贝 格 (Lesbe- 
gues，1875 一 1941) 创 立 了 建立 在 可 列 可 加 测度 上 的 积分 理论 ,使 得 
许多 黎 曼 意义 下 不 可 积 的 函数 也 可 以 进行 傅 里 叶 展 开 , 实 现 了 一 次 
积分 革命 。 康 托 尔 和 勤 贝 格 建立 的 数学 理论 ,常常 涉及 一 些 没 有 导 
数 的 病态 函数 .没有 切线 的 奇异 曲线 ,以 及 看 上 去 干 疮 百 孔 的 怪异 集 
合 。 当 时 的 数学 家 难以 想像 勒 贝 格 积分 竟 会 成 为 20 世纪 工程 师 手 
中 的 工具 。 > 

康 托 尔 的 集合 论 是 一 个 怪物 ,他 所 建立 的 关于 无 限 集合 的 超 限 
数理 论 很 难 使 人 接受 。 例 如 ,正方 形 一 边 上 的 点 和 对 角 线 上 的 点 一 
样 多 。 康 托 尔 本 人 也 陷入 了 自己 提出 的 一 个 悖 论 :由 一 切 基数 (car- 
din number) 构 成 的 集合 S, 其 基数 将 大 于 S 中 的 所 有 基数 。 这 使 康 
托 尔 日 夜 难 疹 。 当 时 德国 数学 界 的 当权 信物 克 罗 内 克 (Kronecker， 
1823 一 1891) 曾 对 康 托 尔 的 无 限 观 进行 猛烈 的 抒 击 ,反对 康 托 尔 进入 
柏林 大 学 。 康 托 尔 于 1884 年 患 精神 分 裂 症 ,病情 时 好 时 坏 ,1918 年 
病逝 于 哈雷 精神 病 研究 所 内 。 希 尔 伯 特 是 康 托 尔 数学 业绩 的 积极 支 
持 者 。 他 曾 说 :没有 人 能 把 我 们 从 康 托 尔 所 创造 的 天 国 中 赶 走 。' 

1903 年 ,英国 哲学 家 ,数理 逻辑 学 家 也、 罗素 (Russell，1872 一 
1970) 发 现 了 一 个 十 分 简单 的 悖 论 :考察 一 切 不 以 自身 为 其 中 一 元 素 
的 集合 所 构成 的 集合 B, 此 时 若 zE B, 则 有 xz& B; 而 若 z 亿 了 B 则 
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又 有 xz € B, 横竖 都 不 对 。 这 触发 了 数学 基础 的 大 论战 , 史 称 “第 三 
次 数学 危机 ”。 为 避免 罗素 悖 论 ,罗素 提倡 “逻辑 主义 ”, 认 为 数学 即 
逻辑 ,只 要 数理 逻辑 没有 了 矛盾 ,数学 就 不 会 有 矛盾 ,而 且 是 永远 绝对 
正确 。 希 尔 伯 特 则 提出 “形式 主义 ”, 认为 数学 研究 的 对 象 可 以 不 必 
考虑 实际 意义 ,无 非 是 一 些 对 象 按 一 套 公理 作 形式 演绎 的 结果 。 只 
要 公理 无 了 矛盾、 独立 完备, 数学 就 永远 绝对 正确 。 直 觉 主义 则 采取 
保守 态度 ,不 承认 “自然 数 全 体 所 成 的 集合 ”, 反 对 使 用 排 中 律 ,主张 
“数学 对 象 的 存在 , 必须 能 够 构造 ", 因 而 把 数学 限制 在 很 小 的 范围 
内 。 逻 辑 主义 想 把 数学 划 归 为 逻辑 的 愿望 未 能 实现 ,但 留 下 了 "数理 
逻辑 ”这 门 重要 的 学 科 。 希 尔 伯 特 的 形式 主义 后 来 被 kK， 哥 德 尔 
(Godel, 1906 一 1978) 的 两 个 不 完备 定理 所 否定 ,寻求 数学 绝对 严格 
基础 的 理想 随 之 破灭 。 但 是 ,形式 主义 的 思想 为 后 来 的 布尔 巴 基 学 
派 所 继承 和 发 展 ,对 20 世纪 数学 观念 的 影响 极为 深刻 。 直 觉 主义 的 
思想 过 于 保守 ,束缚 了 数学 家 的 手脚 ,也 没有 得 到 广泛 承认 。 只 有 构 
造 主义 的 想法 , 随 着 电子 计算 机 的 出 现 ,获得 了 新 的 生命 力 。 

20 世纪 初 ,英国 的 分 析 学 派 非 常 强大 。G“' 哈代 (Hardy， 
1877 一 1947) 和 李 特 伍德 (Littlewood， 1885 一 1977) 是 领袖 人 物 。 他 
们 在 一 个 时 期 中 的 解析 数论 . 单 复 分 析 、 不 等 式 、 级 数 等 在 “ 硬 " 分 析 
领域 里 有 很 高 建树 。 哈代 发 现 并 培养 了 印度 传奇 数学 家 拉 马 努 詹 
(Ramanujan，1887 一 1920)。 拉 马 努 詹 未 受过 正规 教育 ,在 不 知道 
什么 是 现代 意义 下 的 严格 证 明 的 前 提 下 ,完成 了 大 量 的 数学 工作 。 
拉 马 努 詹 的 笔记 本 , 写 满 了 大 量 公式 ,但 没有 详细 的 证 明 。60 多 年 
之 后 ,美国 的 B . C . Berndt 把 拉 马 努 詹 笔记 本 加 以 整理 ,完成 证 
明 , 分 三 册 出 版 站。 该 书 的 研究 表明 , 除 少量 公式 有 误 之 外 , 拉 马 努 
詹 笔 记 本 中 的 绝 大 部 分 是 正确 的 。 拉 马 努 詹 是 如 何 进行 数学 思考 
的 ? 这 一 数学 之 谜 , 仍 有 待 解 开 。 

经 典 的 数学 应 用 工作 , 仍 在 深入 进行 。 力学 电学、 光学 机 械 工 
程 建 筑 工 程 中 的 数学 问题 被 大 量 研 究 。 引入 瞩目 的 工作 是 数理 统 
计 学 以 “生物 统计 学 "的 形式 开始 出 现 。 标准 差 . 平 均 差 、 相 关 等 术 
语 , 在 1901 年 由 K。… 皮尔 逊 (Pearson， 1857 一 1936 ) 创 办 的 《生物 计 
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量 学 》(Biometrika) 杂 志 上 陆续 使 用 。 


2. 以 哥 丁 根 学 派 为 中 心 的 黄金 时 期 (1918 一 1933) 


从 第 一 次 世界 大 战 结束 ,到 1933 年 希特勒 法 西 斯 上 台 , 世 界 的 
数学 中 心 在 德国 的 哥 丁 根 大 学 。 在 哥 丁 根 学 派 的 带动 下 ,出现 了 20 
世纪 数学 发 展 的 一 段 黄金 时 期 。 

哥 丁 根 是 德国 的 一 座 小 城 ,以 哥 丁 根 大 学 而 著名 。 大 数学 家 高 
斯 (Gauss，1777 一 1850) 曾 长 期 在 此 工作 。1886 年 ,F* 克 莱 因 
(Klein，1849 一 1925) 来 哥 丁 根 任教 授 并 主持 数学 系 , 遂 延 请 希 尔 伯 
特 、 闵 可 夫 斯 基 来 校 执教 ,不 久 就 成 世界 数学 中 心 。 第 一 次 世界 大 战 
结束 时 ,德国 虽 是 战败 国 ,但 数学 的 元 气 未 伤 。 法 国 在 大 战 中 损失 了 
一 代 大 学 生 , 巴 黎 高 师 的 学 生 名 有 册 上 布 满 了 黑 框 。 在 20 世纪 20 年 
代 , 法 国 几乎 是 函数 论 王国 ,很 少 有 新 学 科 产生 。 一 个 例外 是 下" 嘉 
当 (Cartan, 1869 一 1951) ,他 在 李 群 表示 、 外 微分 方法 、 活 动 标 架 法 、 
微分 方程 组 的 研究 上 有 独到 的 见解 ,成 为 日 后 微分 几何 的 经 典 性 工 
作 , 可 惜 当时 未 受到 充分 重视 。 英 国 继续 维持 哈代 的 分 析 学 派 ,没有 
新 的 突破 。20 世纪 20 年 代 的 美国 数学 ,还 远 远 落后 于 西欧 。 前 苏 
联 、 东 欧 诸 国 的 数学 刚刚 起 步 。 尽 管 优秀 数学 家 遍布 欧洲 和 世界 各 
地 , 哥 丁 根 却 是 公认 的 世界 数学 中 心 。 

在 20 世纪 20 年 代 , 克 莱 因 已 经 退休 , 希 尔 伯 特 也 已 老 了 。 闵 可 
夫 斯 基 则 因 病 在 1909 年 去 世 。 但 是 ,新 人 在 不 断 成 长 。 希 尔 伯 特 的 
继承 人 是 昌 . 外 尔 (Weyl，, 1885 一 1955)。 他 是 全 才 的 数学 大 家 ,他 
创立 的 学 科 数 不 胜 数 , 例 如 ,数论 中 的 一 致 分 布 理论 , 黎 曼 曲面 ,微分 
流 形 . 算 子 谱 论 . 偏 微 分 方程 . 胞 腔 概念 ,规范 场 理论 、 李 群 表示 、 数 学 
物理 等 等 ,都 在 他 的 手中 得 到 改观 。 

克 莱 因 的 继承 者 是 R: 柯 朗 (Courant， 1888 一 1971)。 他 专长 
分 析 ,在 数学 物理 方程 .差分 方法 、. 变 分 学 等 领域 都 有 创造 性 的 工作 ， 
尤其 具有 行政 组 织 能 力 ; 1929 年 , 柯 朗 任 哥 丁 根 数学 研究 所 所 长 。 
20 世纪 最 伟大 的 女 数学 家 下 . 诺 特 (Noether, 1882 一 1935) 在 哥 丁 
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根 完 成 一 般 理 想 论 ,创立 了 抽象 代数 学 科 。 

冯 ' 诺 伊 曼 曾 是 希 尔 伯 特 在 数学 基础 研究 上 的 助手 。 

20 世 纪 20 年 代 , 前 苏联 数学 学 派 开 始 崛起 , 鲁 金 (Lusin， 
1883 一 1950) 和 叶 戈 洛 夫 (Egorov，1869 一 1931) 领 导 的 函数 论 群 体 ， 
出 现 了 像 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Kolmogorov，1903 一 1987) .亚历山大 罗 夫 
(Alexandrov，1896 一 1982) 那 样 著 名 的 数学 家 。 他 们 都 和 哥 丁 根 有 
密切 联系 。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 常 到 哥 丁 根 访 问 , 他 的 成 名 作 《概率 论 的 基 
本 概念 》%49 ,用 测度 论 和 实 变 函数 论 方法 ,把 概率 论 建立 在 完全 严格 
的 基础 上 。 此 书 最 初 是 用 德 文 写成 并 发 表 的 。 亚 历 山 大 罗 夫 则 和 诺 
特 联系 密切 。 诺 特 对 亚历山大 罗 夫 建立 代数 拓扑 学 有 关键 性 的 建 
议 。 第 一 次 世界 大 战 之 后 ,波兰 数学 发 展 迅 速 。 这 一 学 派 的 中 坚 人 
物 ,如 西 尔 宾 斯 基 (Sierpinski，1882 一 1969)、 斯 坦 因 豪 斯 (Stein- 
hauss，1887 一 1972) 都 深 受 哥 丁 根 学 派 的 影响 。 

在 20 世纪 20 年 代 ,量子 力学 的 诞生 ,是 物理 学 的 又 一 场 革命 。 
哥 丁 根 学 派 及 时 为 量子 力学 提供 了 数学 框架 。 冯 ，* 诺 伊 曼 的 《量子 
力学 的 数学 基础 》, 外 尔 的 《 群 论 与 量子 力学 ) 成 为 一 个 时 期 的 经 典 
著作 。5 

这 一 时 期 数学 成 就 的 特色 是 :无 限 维 空间 、 抽 象 的 代数 方法 、 几 
何 上 的 大 范围 整体 性 质 , 显 示 出 与 19 世纪 的 数学 在 研究 对 象 和 研究 
方法 上 有 了 根本 的 差别 ,而 以 三 个 数学 新 分 支 的 形成 为 重要 标志 : 

(1) 泛 函 分 析 

它 起 源 于 希 尔 伯 特 的 抽象 积分 方程 理论 ,其 中 使 用 了 由 无 限 维 
正 交 系 所 生成 的 完备 空间 ,现在 称 之 为 希 尔 伯 特 空间 。 冯 诺 伊 曼 
正 是 利用 这 一 理论 为 量子 力学 提供 了 数学 框架 (1929 年 )。 此 外 , 波 
兰 的 S. 巴 拿 款 (Banach,1892 一 1945) 提 出 了 赋 范 空间 ,发 展 了 其 
上 的 算 子 理论 。 

(2) 抽象 代数 

以 诺 特 于 1926 年 发 表 的 一 般 理 想 论 为 主要 标志 。 在 汉堡 大 学 
的 E . 阿 廷 (Artin， 1898 一 1962) 也 做 出 了 开创 性 的 工作 。 范 * 德 
瓦尔 登 (Van. der Waerden, 1903 一 ) 于 1932 年 出 版 的 《代数 学 》 
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是 抽象 代数 早期 工作 的 总 结 。 

(3) 拓扑 学 

其 基本 思想 可 导 源 于 庞 加 莱 于 1896 年 所 写 的 《位 置 分 析 》。 由 
于 康 托 集合 论 的 影响 ,研究 数列 和 函数 各 种 收敛 性 的 点 集 拓扑 学 随 
之 产生 ,其 代表 作 是 德国 数学 家 豪 斯 多 夫 ( Haussdorf, 1868 一 1942) 
于 1913 年 完成 的 《 集 论 岗 要 》。 但 是 ,意义 更 为 重大 的 几何 拓扑 学 由 
苏联 的 亚历山大 罗 夫 和 瑞士 的 HH， 霍 普 夫 (Hopf, 1894 一 1971) 合 
作 完 成 。 他 们 合 写 的 《拓扑 学 》(1935 年 ) 是 拓扑 学 最 早 的 经 典 著 作 。 
与 此 同时 ,美国 的 S . 莱 夫 谢 效 (Lefchetz, 1884 一 1972), J W . 亚 
历 山 大 (Alexander，1888 一 1971) 和 H . M . 莫 尔 斯 (Morse， 
1892 一 1977) 分 别 以 拓扑 不 动 点 理论 ,曲面 同调 论 和 临界 点 理论 为 拓 
扑 学 增色 。 在 20 世纪 20 年 代 的 美国 ,拓扑 学 的 研究 是 在 世界 上 领 
先 的 少数 学 科 之 一 。1930 年 ,比利时 的 德 ， 拉 姆 (De ”Rham， 
1903 一 1969) 给 出 高 维 微分 流 形 上 微分 形式 和 上 同调 性 质 的 关系 ,是 
一 项 重要 的 成 就 。 

1933 年 ,柏林 大 学 . 哥 丁 根 大 学 等 德国 一 流 大 学 的 校园 内 贴 出 
告示 ,让 一 切 犹太 人 离开 学 校 。 德 国 数学 就 此 被 断送 。 


3. 反 法 西 斯 战争 时 期 的 数学 (1933 一 1945) 


1930 年 以 后 ,德国 政局 动荡 ,法 西 斯 的 阴影 笼 单 欧洲 。 冯 : 诺 
伊 曼 首先 觉察 到 未 来 的 变化 ,于 1930 年 到 了 美国 的 普林斯顿 大 学 。 
此 时 ,美国 企业 家 资助 成 立 的 普林斯顿 高 等 研究 院 刚刚 成 立 。1933 
年 之 后 ,研究 院 首 批 聘请 的 6 位 研究 教授 是 爱 因 斯 坦 、 外 尔 、 冯 ， 诺 
伊 曼 ,以 及 美国 数学 家 ]* W . 亚历山大 ,H* M 莫 尔 斯 和 研究 工 
作 的 组 织 者 O . 维 布 仑 (Veblen，,1880 一 1960)。 这 份 名 单 预示 着 普 
林 斯 顿 将 是 未 来 的 世界 数学 中 心 。 同 时 到 达 美 国 的 有 柯 朗 、E* 诺 
特 、 阿 廷 ,数学 基础 方面 的 天 让 K' 哥 德 尔 ,概率 论 专家 W， 费 勒 
(Feller) ,分 析 学 家 G . 波 利 亚 (Polya) 和 G . 切 戈 (Szego) 等 等 。 那 
时 美国 正 值 经 济 大 萧条 时 期 ,大 学 的 经 费 相当 困难 ,在 维 布 仑 等 的 努 
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力 下 ,美国 容纳 了 这 批 精 英 人 士 , 使 美国 数学 迅速 达到 世界 的 顶峰 。 
与 此 对 照 ,德国 数学 一 踊 不 振 。L* 比 贝 巴 赫 (Bieberbach，1886 一 
1982) 因 提倡 “日 耳 曼 数学 "而 臭名 昭著 ,富有 数学 才华 的 泰 希 穆 勒 
(Teichmuller，1913 一 1943) 忠 于 希特勒 而 死 于 战场 。 

数学 家 们 积极 投入 反 法 西 斯 战争 ,并 促进 了 数学 的 发 展 。 

1940 年 ,英国 和 美国 海军 为 了 对 付 德 国 的 潜艇 威胁 ,发展 了 运 
筹 学 。 这 种 旧 在 提高 设备 能 力 和 使 用 效率 的 学 问 , 战 后 大 量 用 于 经 
济 部 门 。1938 年 ,苏联 的 L: 康 特 罗维奇 (Kantolovic, 1912 一 1986 ) 
发 明 线性 规划 的 单纯 形 解法 。 战 后 美国 的 但 泽 (Dantzig，1914 一 ) 
独立 发 现 了 该 法 ,并 在 经 济 部 门 推广 使 用 ,有 极 高 经 济 效益 。 

1942 年 ,苏联 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 美国 的 N' 维 纳 ( Wiener， 
1894 一 1964) 分 别 研究 火炮 的 自动 跟踪 ,形成 随机 过 程 的 预测 和 滤波 
理论 。1948 年 , 维 纳 写成 《控制 论 ) 一 书 ,开辟 了 新 的 学 科 。 

1939 年 开始 ,英国 数学 家 A' 图 灵 (Tmring， 1912 一 1954) 帮助 
英国 情报 部 门 破译 德军 密码 成 功 。 

1944 年 , 冯 “' 诺 伊 曼 发 展 对 策 论 ,并 用 于 太平 洋 海战 。 美国 政 
府 组 织 的 AMP (Applied Mathematics Panel, 应 用 数学 小 组 ) ,吸收 
了 大 批 数 学 家 参与 工作 。 柯 朗 和 他 的 助手 研究 喷气 式 飞机 ,水 下 爆 . 
炸 。 代 数 拓扑 学 家 惠 特 尼 (Whitney， 1907 一 1989) 曾 研究 空中 发 射 
火箭 。G* 伯 克 霍 夫 (Birkhoff，1912 一 ) 负 责 考察 水 下 弹道 学 问 
题 。 代 数学 家 S' 麦克 莱 因 (Maclane，1909 一 ) 曾 是 AMP 的 技术 
代表 。 统 计 学 家 沃 尔 德 (Wald， 1902 一 1950 ) 为 节约 实弹 射击 试验 
的 弹药 而 提出 “ 序 贯 分 析 "方法 。 出 生 于 波兰 的 数学 家 S. M ' 鸟 拉 
姆 (Ulam， 1909 一 1984) 参 加 原子 弹 的 研制 ,并 在 计算 和 估计 中 发 挥 
了 关键 作用 。 数学 家 的 这 些 努力 ,对 于 提高 数学 在 国家 和 公众 心目 
中 的 地 位 ,有 十 分 重要 的 作用 。 

在 应 用 数学 迅猛 发 展 的 同时 ,纯粹 数学 也 在 继续 前 进 。 最 引 人 
瞩目 的 是 法 国 的 布尔 巴 基 学 派 。 当 德国 数学 衰落 之 时 ,以 了 迪 厄 
多 内 (Diendonne)，A 维 伊 (Wiel) 为 代表 的 一 批 法 国 年 轻 数学 家 ， 
冲破 “函数 论 王国 "的 束缚 ,力图 以 结构 主义 的 观点 整理 全 部 数学 ， 


第 一 章 第 一 节 数学 科学 的 百年 回 显 9 


1939 年 出 版 (数学 原本 》 第 一 卷 ': 。 他 们 的 观点 在 第 二 次 世界 大 战 
之 后 影响 巨大 。 

拓扑 学 继续 迅猛 发 展 。 同 伦 论 和 同调 论 取得 长 足 进步 。 分 析 学 
继续 是 数学 的 主体 ,但 是 代数 学 、 微 分 几何 学 正在 成 为 现代 数学 的 主 
流 学 科 。 此 时 最 重要 的 结果 有 :O ' 所 里 斯 基 (Zariski, 1899 一 1986) 
将 意大利 学 派 的 代数 几何 学 严格 化 ;陈省身 于 1945 年 证 明 高 维 的 高 
斯 - 博 内 公式 ,完成 大 范围 微分 几何 的 葛 基 工作 ;L' 施 瓦 茨 
(Schwarz, 1915 一 “) 提 出 广义 函数 论 ; 冯 “' 诺 伊 曙 .1， M ' 盖 尔 范 
德 创建 的 算 子 代数 和 赋 范 环 论 ; 庞 特 里 雅 金 发 展 * 连 续 群 论 "; 英 国 的 
哈代 ,苏联 的 维 诺 格 拉 多 夫 , 中 国 的 华罗庚 继续 在 解析 数论 上 创造 新 
的 成 果 ; 费 勒 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 , 辛 钦 等 建立 的 随机 过 程 理论 , 冯 ， 诺 伊 
曼 和 乌拉 姆 创立 的 蒙特 卡 洛 方法 ,在 理论 和 实践 上 都 有 重大 意义 。 

第 二 次 世界 大 战 期 间 的 科学 成 果 中 ,对 数学 影响 最 大 的 ,当然 是 
电子 计算 机 的 产生 。 冯 * 诺 伊 曼 在 这 一 影响 人 类 历史 进程 的 工作 中 
起 了 关键 的 作用 。 


4. 美 苏 冷战 时 期 的 数学 争 雄 (1945 一 1980) 


第 二 次 世界 大 战 结束 之 后 ,美国 和 苏联 分 别 代表 西方 和 东方 国 
家 集团 ,进入 了 长 达 几 十 年 的 冷战 时 期 。 自 20 世纪 80 年 代 苏联 进 
入 戈 尔 巴 乔 夫 时 期 后 ,冷战 渐渐 淡化 ,形成 世界 多 极 的 态势 。 从 数学 
上 看 , 战 后 的 几 十 年 ,也 是 美 苏 争 雄 的 局 面 。 普 林 斯 顿 高 等 研究 院 和 
莫斯科 大 学 始终 是 世界 两 大 数学 中 心 。 

五 六 十 年 代 , 是 战 后 的 恢复 发 展期 。 义 务 教育 的 普及 ,高 等 教育 
的 大 发 展 ,为 数学 家 们 造就 了 极 好 的 就 业 局 面 。 数 学 家 的 人 数 大 量 
增加 ,数学 论文 的 数目 呈 爆 炸 之 势 ,新 的 数学 学 科 层出不穷 。 人 们 感 
叹 , 在 冯 . 诺 伊 最 和 外 尔 于 20 世纪 50 年 代 先 后 去 世 之 后 ,能够 总 揽 
数学 全 局 的 数学 家 ,似乎 已 经 不 会 再 有 了 。 只 有 1987 年 去 世 的 柯 尔 
莫 哥 洛 夫 也 许 是 一 个 例外 。 

尽管 文献 浩如烟海 ,重要 的 数学 工作 仍然 十 分 令 人 注目 ,中 这 里 
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选取 9 项 ,当然 是 一 些 不 完整 的 罗列 : 


连续 群 的 解析 性 。 即 每 一 个 局 部 欧 氏 群 一 定 是 李 群 。 这 一 
希 尔 伯 特 第 五 问题 于 1952 年 获得 完全 解决 。 

丢 番 图 方程 是 可 解 的 。 在 美国 女 数学 家 本 罗宾逊 工作 的 
基础 上 ,1970 年 由 苏联 的 马 蒂 塞 维 奇 ( Matiasevich ) 解决 了 
这 一 希 尔 伯 特 第 十 问题 。 

阿 蒂 亚 (Atiyah)- 辛 格 (Singer) 指 标定 理 。 这 是 将 一 般 流 形 
的 拓扑 结构 和 其 上 微分 算 子 的 核 空间 维 数 联系 起 来 的 深刻 
结果 。(1963 年 ) 

动力 系统 的 KAM 定理 。 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 阿 诺尔 德 (Ar- 
nold) 、 莫 瑟 尔 (Moser) 三 入 的 工作 所 构成 。 现 已 成 为 三 体 
问题 ,哈密 顿 系统 研究 的 经 典 成 果 。(1954 年 ,1963 年 ) 

大 范围 微分 几何 成 为 表述 规范 场 论 的 数学 工具 。 这 是 陈 省 
身 和 杨振宁 分 别 从 数学 和 物理 学 上 所 得 成 果 的 统一 。 
(1975 年 ) 

有 限 单 群 分 类 的 完全 解决 。(1980 年 ) 

在 八 维 空间 中 有 一 个 流 形 , 和 七 维 空间 中 的 单位 球面 同 胚 
但 不 微分 同 胚 , 即 所 谓 米尔 诺 (Milnor) 怪 球 。(1956 年 ) 

四 色 问 题 的 电子 计算 机 证 明 。1978 年 由 美国 W， 黑 肯 
(Haken) 等 在 伊利 诺 伊 大 学 完成 。 

选择 公理 和 ZF 公理 体系 独立 。1963 年 由 P' 柯 享 (Cohe) 
得 到 。 


战 后 数学 上 最 大 的 变化 是 电子 计算 机 的 使 用 。 数 学 由 此 变 成 了 
一 种 技术 -一 数学 技术 。 科 学 计算 成 为 继 理论 构建 ,实验 考察 之 后 
的 第 三 种 科学 研究 方法 。 军 事 指挥 ,飞机 设计 ,原子 弹 爆炸 实验 ,化 
学 反应 ,人 口 计划 , 气 象 预 测 ,卫星 定位 ,石油 勘探 ,企业 管理 ,一 切 都 
可 以 运用 数学 模型 在 计算 机 上 进行 。 数 学 为 人 类 创造 了 巨大 的 财 
富 ,节约 了 无 数 的 资源 ,这 一 切 很 少 被 公众 所 充分 了 解 。 以 数学 工作 
获得 诺 贝 尔 经 济 学 奖 却 已 是 十 分 常见 的 事情 。 

在 这 基础 上 ,许多 纯粹 数学 得 到 料想 不 到 的 应 用 。 有 限 域 和 密 
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码 学 ,数论 和 近似 计算 ,纤维 从 理论 和 规范 场 , 拉 东 变换 和 CT 扫描 ， 
拓扑 学 用 于 DNA 分 子 结构 。 同 时 ,由 于 计算 机 科学 和 和 人工 智能 的 
需要 ,组 合 数 学 得 到 了 迅猛 的 发 展 。 计 算 复 杂 性 形成 了 一 门 艰深 的 
理论 。 寻 求 多 项 式 算法 成 为 数学 家 注意 的 焦点 。1979 年 苏联 哈 奇 
扬 (Hachijan) 提 出 线性 规划 的 椭 球 算法 ,以 及 后 来 的 卡 玛 卡 (Ka- 
marka) 算 法 都 是 友 动 一 时 的 新 闻 。 起 源 于 实际 , 却 又 大 胆 创新 的 学 
科 相 继 涌现 ,如 模糊 数学 、 非 标准 分 析 、 突 变 理论 。 它 们 的 创立 者 都 
认为 自己 的 工作 是 数学 的 一 场 革命 ,但 这 需要 时 间 的 检验 。 

总 之 ,第 二 次 世界 大 战 以 后 ,数学 向 科学 “女王 "和 科学 “侍女 "两 
极 发 展 。 一 方面 ,纯粹 数学 继续 向 高 深 、 难 的 方向 进军 ,范畴 、 流 形 、 
纤维 从 多 复 分 析 .代数 艇 .上 同调 、 鞭 、 分 梳 等 新 领域 不 断 开拓 。 数 
学 研究 的 对 象 从 低 维 空间 发 展 到 高 维 空间 以 至 无 限 维 空间 ,函数 和 
方程 的 研究 从 单 变量 发 展 到 多 变量 ,已 经 大 体 完成 了 的 线性 数学 走 
向 非 线性 数学 ,确定 性 数学 和 随机 现象 的 数学 彼此 融合 和 渗透 。 纯 
粹 数学 仍然 保持 着 至 高 无 上 ,完全 正确 的 华贵 形象 。 另 一 方面 ,数学 
又 极力 为 其 他 科学 服务 ,为 人 类 的 生活 服务 , 走 近 常 人 的 生活 ,使 得 
应 用 数学 广泛 渗入 到 各 门 学 科 中 去 ,包括 社会 科学 ,科学 数量 化 的 进 
程 可 以 说 无 孔 不 入 ,数学 确 已 成 为 人 们 忠实 的 科学 “侍女 ”。 


5. 数学 多 极 化 时 代 来 临 (1980 年 至 今 ) 


进入 1980 年 年 代 ,世界 的 政治 经 济 出 现 多 元 化 的 格局 。 数 学 也 
不 例外 。 一 个 大 体 的 描述 是 : 美 苏 继续 领先 ,西欧 紧 随 其 后 ,日 本 正 
在 迎头 追赶 ,中 国 和 其 他 地 区 正在 迅速 发 展 。1991 年 苏联 解体 使 其 
数学 有 所 削弱 ,但 独 联 体 特别 是 俄罗斯 的 数学 基础 和 研究 实力 仍然 
十 分 强劲 ,不 可 低估 。 

经 过 第 二 次 世界 大 战 以 后 的 发 展 ,数学 家 队伍 有 了 空前 的 扩大 ， 
数学 工作 市 场 有 饱和 的 迹象 。 纯 粹 数学 研究 仍 会 保持 前 进 的 态势 ， 
但 要 求 有 更 高 的 研究 水 平 ,产生 更 有 意义 的 成 果 。 一 些 “ 无 病 啤 吟 ”、 
*“ 滥 午 充 数 ”的 数学 论文 将 会 受到 冷落 ,优胜 劣 汰 的 法 则 已 经 比 过 去 
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更 加 严厉 地 在 数学 界 通行 。 这 期 间 一 个 最 激动 人 心 的 事件 是 费 马 大 
定理 的 证 明 。1983 年 ,德国 的 法 尔 廷 斯 (Faltings) 证 明 费 马 定 理 如 
果 有 解 ,至 多 为 有 限 个 。1995 年 ,英国 的 怀 尔 斯 (Wiles) 在 前 人 工作 
的 基础 上 最 终 证 明 费 马 大 定理 是 正确 的 。 这 是 人 类 智慧 的 伟大 象 
征 ,也 是 20 世纪 末 一 项 最 高 的 数学 成 就 。 

数学 家 大 批 转向 计算 机 科学 和 人 工 智能 领域 , 乃 是 就 业 市 场 自 
然 调整 的 结果 。 同 时 ,数学 家 利用 计算 机 的 威力 ,扩大 和 延伸 了 数学 
家 的 脑 和 手 。 非 线性 数学 的 发 展 得 益 于 此 。80 年 代 以 来 ,混沌 理 
论 、 分 形 几何 、 孤 立 子 解 , 小 波 分 析 等 数学 热点 ,没有 不 和 计算 机 发 生 
联系 的 。 

数学 和 物理 学 层面 的 交融 ,仍然 是 数学 发 展 的 重大 源泉 。1987 
年 ,英国 的 唐 纳 森 (Donaldson) ,在 杨 -米尔 斯 方程 的 求解 过 程 中 ,发 
现 四 维 空间 中 有 一 种 流 形 ,具有 两 种 不 同 的 微分 结构 ,大 出 人 们 的 意 
料 之 外 。 物 理学 家 威 顿 ( Witten) 用 物理 学 方法 推演 数学 问题 ,虽然 
没有 严格 证 明 , 却 得 到 了 正确 的 数学 结果 。 希 尔 伯 特 的 形式 主义 数 
学 哲学 ,布尔 巴 基 的 结构 主义 数学 观 ,在 威 顿 的 工作 面前 ,显得 无 能 
为 力 。 数 学 中 经 验 主义 是 否 正在 复兴 ,只 有 猜想 没有 证 明 的 “理论 数 
学 "是 否 人 允许 存 在 的 问题 由 , 正 严肃 地 摆 在 数学 界 的 面前 。 


6. 20 世纪 的 中 国 现代 数学 


中 国 的 现代 数学 的 开端 可 以 追溯 到 徐光启 (1562 一 1633) 和 利 玛 
窦 (R. Matteo, 1552 一 1610) 于 1607 年 翻译 出 版 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 》。 清 康熙 帝 玄 烨 曾经 热心 学 过 一 些 西方 数学 ,此 后 少 人 问津 。 清 
未 李 善 兰 (1811 一 1882) 曾 和 伟 烈 亚 力 ( W. Alexander, 1815 一 1887) 
合 译 美国 数学 教材 《 代 微 积 拾级 》(1859 年 )。 李 善 兰 恒等式 至 今 狂 
有 价值 。1898 年 京师 大 学 堂 成 立 ,先后 派 遗 一 些 学生 到 日 本 学 习 数 
学 。 其 中 有 冯 祖 苟 (1880 一 1943), 后 来 长 期 担任 北京 大 学 数学 系 主 
任 。 清 未 到 美国 学 习 数 学 的 胡 敦 复 (1886 一 1978), 郑 桐 苏 (1887 一 
1963) , 秦 汾 (1887 一 1971) 起 过 一 些 先驱 作用 。1909 一 1911 年 的 三 
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年 中 。 因 美国 退回 部 分 庚 子 赔款 而 选送 三 批 中 国 留 学 生 到 美国 留 
学 。 以 学 习 数 学 而 著称 的 有 胡 明 复 (1891 一 1927) ,他 于 1917 年 在 哈 
佛 大 学 获得 博士 学 位 一 一 中 国 第 一 位 数学 博士 。 姜 立夫 (1890 一 
1978) 于 1911 年 到 美国 ,1918 年 也 在 哈佛 大 学 获得 博士 学 位 。 与 此 
同时 或 稍 后 , 何 鲁 (1894 一 1973) 与 熊 庆 来 (1893 一 1969) 到 欧洲 研习 
数学 。 他 们 回国 后 推动 了 中 国 各 大 学 数学 系 的 创办 ,确立 了 中 国 现 
代数 学 的 基础 。 

30 年 代 的 清华 大 学 数学 系 实力 雄厚 。 特 别 是 陈省身 (1911 一 ) 
和 华罗庚 (1910 一 1985) 两 位 青年 学 者 的 到 来 ,使 中 国 数 学 开始 走向 
世界 。 江 泽 涵 (1902 一 ”) 致 力 于 北京 大 学 数学 系 的 发 展 。 从 日 本 回 
来 的 陈 建 功 (1893 一 1971) 和 苏 步 青 (1902 一 ”) 建 设 浙江 大 学 数学 
系 ,使 之 成 为 中 国 数学 发 展 的 又 一 基地 。 到 了 抗日 战争 时 期 ,西南 联 
合 大 学 已 拥有 陈省身 .华罗庚 、 许 宝 又 (1910 一 1970) 这 样 具 有 很 高 声 
誉 的 数学 家 ,中 国 现代 数学 开始 接近 世界 先进 水 平 。 

1949 年 之 后 ,中 国 数学 界 的 规模 迅速 扩大 ,数学 门类 逐渐 齐全 ， 
并 能 够 为 国民 经 济 和 国防 事业 服务 。 华 罗 庚 和 吴 文俊 (1919 一 “) 等 
大 批 旅 外 数学 家 回国 。 陈 景 润 (1933 一 1996 ) 等 年 轻 数学 家 成 长 很 
快 ,出 现 了 一 批 在 现代 数学 研究 上 卓 有 贡 献 的 中 国 数学 家 ,他 们 先后 
当选 为 中 国 科学 院 院士 。1966 年 开始 的 “十 年 动乱 ”, 使 中 国 数学 前 
进 的 势头 锐 减 ,以 至 竣 痰 。80 年 代 以 来 ,经 过 恢复 时 期 ,新 一 代 的 数 
学 家 成 长 起 来 。 从 1986 年 开始 ,中 国 数学 家 吴 文俊 、 田 刚 、 林 芳 华 、 
张 恭 庆 、 马 志明 \ 励 建 书 、 李 俊 等 先后 应 邀 在 国际 数学 家 大 会 上 作 45 
分 钟 报告 。 后 来 被 聘 为 中 国 科 学 院外 籍 院士 的 陈省身 获 沃 尔 夫 奖 ， 
丘成桐 (1949 一 “ ) 获 非 尔 兹 奖 ,使 中 国 数学 界 受到 鼓舞 。 "21 世纪 
数学 大 国 ” 是 中 国 数 学 界 的 共同 愿望 ,经 过 几 代 人 的 不 懈 努 力 ,这 一 
理想 正在 逐步 变 为 现实 。 

展望 未 来 ,我 们 需要 总 结 过 去 百年 世界 数学 走 过 的 道路 。 纯 粹 
数学 研究 中 的 原创 性 ,开辟 新 学 科 新 方向 的 意识 和 能 力 ,以 及 在 各 行 
各 业 中 数学 意识 的 增强 ,克服 国内 应 用 数学 发 展 的 不 平衡 ,也许 是 中 
国 数学 面临 的 严峻 挑战 。 
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第 二 节 ”展望 数学 的 明天 


常常 听 说 的 “第 三 次 数学 危机 ”, 不 过 是 哲学 家 在 研究 数学 大 厦 
基础 时 所 作 的 “惊人 之 笔 "。 其 实 ,数学 在 一 日 千里 地 发 展 ,甚至 让 你 
头 学 目眩 。 大 约 从 20 世纪 下 半 叶 开始 ,数学 进入 新 的 高 峰 。 数 学 观 
也 随 之 发 生 改变 。 作 为 一 名 数学 教师 ,如 果 不 能 对 现代 数学 的 发 展 
有 比较 清醒 的 认识 ,其 数学 教学 就 会 迷失 方向 。 

2000 年 8 月 ,国际 数学 教育 大 会 在 东京 召开 。 大 会 主席 日 本 
著名 数学 家 藤田 宏 在 大 会 报告 中 指出 ,迄今 为 止 的 数学 ,经 历 了 四 个 
高 峰 ， 

以 欧 几 里 得 《几何 原本 》 为 代表 的 古 希 腊 公 理化 数学 。 
以 牛顿 发 明 微 积分 为 开端 的 无 穷 小 算法 数学 。 

以 希 尔 伯 特 为 代表 的 形式 主义 数学 。 

以 计算 机 技术 为 代表 的 信息 时 代数 学 。 

信息 时 代 的 数学 已 经 来 临 了 ,我 们 的 教学 思想 是 否 跟 得 上 时 
代 呢 ? 

当然 ,展望 未 来 是 一 件 危 险 的 事情 ,往往 十 说 九 不 准 。 我 们 还 是 
从 现在 开始 , 先 来 认识 数学 ,认识 数学 的 今天 。 

数学 是 什么 ? 好 像 很 清楚 ,又 觉得 不 大 清楚 。 从 古 以 来 ,人 们 受 
教育 的 最 低 要 求 就 是 “会 写 信 ,会 算账 ,不 做 降 眼 瞎 "。 这 算账 便 是 数 
学 。 进 入 20 世纪 以 后 ,全 世界 的 基础 教育 都 以 母语 和 数学 为 两 门 最 
重要 的 课程 。 数 学 的 内 容 除 算术 之 外 ,还 有 代数 .几何 和 三 角 。 我 国 
规定 的 九 年 制 义务 教育 中 ,数学 课 年 年 有 ,还 要 年 年 考 。 这 样 说 来 ， 
人 们 应 该 很 了 解数 学 才 是 。 但 是 ,尽管 数学 课 这 样 多 ,人 们 却 总 觉得 
数学 离 自 己 很 远 , 很 神秘 ,数学 很 难 学 ,数学 没有 用 …… 。 这 有 两 方 
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面 的 原因 ,首先 是 数学 本 身 的 特点 , 它 所 具有 的 形式 化 抽象 特征 ,使 
学 生 难 以 从 现实 生活 中 找到 它 的 原型 ; 另 一 方面 ,我 国 数学 教育 观 上 
的 偏颇 ,加 重 了 数学 远离 现实 的 印象 ,造成 了 更 多 的 误解 。 

因此 ,我 们 在 探讨 数学 的 明天 时 , 先 要 从 “什么 是 数学 "这样 的 基 
本 问题 开始 。 


1. 数学 在 公众 中 的 形象 


数学 是 人 类 活动 的 结果 ,具有 明显 的 社会 性 。 从 科学 史家 的 眼 
光 来 看 ,人 类 社会 的 每 一 次 重大 进步 ,都 伴随 着 思想 革命 ,而 数学 的 
变革 是 其 中 主要 的 标志 之 一 。 奴 隶 社 会 阶段 , 古 希 腊 文 明 是 集中 代 
表 , 以 逻辑 演绎 为 特征 的 希腊 数学 灿烂 辉煌 ,集大成 的 (几何 原本 ?对 
人 类 的 影响 至 今 不 衰 。 近 代 的 资本 主义 文明 ,以 牛顿 的 万 有 引力 学 
说 为 标志 ,由 此 产生 的 微 积 分 勇敢 地 跨 过 了 "无 限 " 的 门槛 ,可 说 是 人 
类 思辩 能 力 的 高 峰 。 法 国 大 革命 带 来 了 伟大 的 法 国 数学 学 派 。20 
世纪 最 伟大 的 科学 革命 一 一 爱 因 斯 坦 的 相对 论 ,是 在 黎 曼 几何 的 基 
础 上 建立 起 来 的 。 伟 大 的 数学 家 冯 “' 诺 伊 曼 成 为 计算 机 科学 的 黄 基 
入 , 它 的 影响 已 经 超越 了 数学 学 科 本 身 , 也 超越 了 电子 计算 机 本 身 ， 
成 为 人 类 进入 信息 时 代 的 象征 。 

数学 的 价值 也 逐渐 为 政府 所 了 解 。1998 年 美国 用 于 数学 的 预 
算 达 到 1 亿 8 千 万 美元 ,其 中 美国 自然 科学 基金 会 的 资助 为 9 700 
万 美元 , 约 占 每 年 全 部 自然 科学 基金 总 额 的 4% 。 据 新 财政 年 度 的 
预算 ,数学 方面 的 基金 总 额 将 增 至 1 亿 9 千 5 百 万 美元 。 我 国 每 年 
用 于 数学 的 资助 额度 缺乏 资料 ,可 以 统计 的 是 中 国 自然 科学 基金 会 
对 数学 的 支持 ,从 1986 年 的 100 万 增加 到 1998 年 的 2 千 4 百 万 ,12 
年 间 增 长 了 24 倍 。 

但 是 数学 科学 的 价值 并 不 能 直接 从 日 常生 活 ,生产 技术 ,经 济 发 
展 中 立刻 体现 出 来 ,而 要 经 过 一 个 漫长 的 过 程 。 所 以 ,数学 和 公众 之 
间 存 在 着 一 层 隔膜 。 著名 的 例子 是 诺 贝 尔 科学 奖 中 没有 设立 数学 
奖 。 在 诺 贝 尔 奖 桂冠 日 益 受 传媒 重视 的 时 候 , 数 学 失去 了 宝贵 的 一 
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份 。 诺 贝尔 为 什么 没 设 数学 奖 ? 过 去 有 许多 猜测 ,如 诺 贝 尔 和 某 数 
学 家 交恶 , 设 奖 将 会 使 该 数学 家 得 奖 等 等 ,但 经 瑞典 皇家 科学 院 调 
查 ,此 说 完全 是 子虚乌有 。 一 个 可 以 接受 的 理由 便 是 ,在 诺 贝 尔 看 
来 ,数学 不 是 科学 ,只 是 人 的 一 种 智力 活动 ,并 不 和 自然 界 的 现象 发 
生 直 接 联系 。 瑞 典 皇家 科学 院 为 了 补救 诺 贝 尔 数学 奖 的 缺失 ,于 
1982 年 设立 了 与 诺 贝 尔 奖 相同 的 克 雷 福 德 奖 , 授 予 诺 贝尔 奖 未 包括 
的 6 个 领域 ,其 中 包括 数学 ,每 年 颁 授 一 个 学 科 ,所 以 数学 每 6 年 轮 
到 一 次 。 不 过 , 它 的 影响 远 不 能 和 诺 贝尔 奖 相 比 。 

1995 年 底 ,美国 纽约 州 的 罗 彻 斯 特大 学 闹 出 了 一 场 数学 风波 。 
这 所 老 资 格 的 美国 名 牌 大 学 的 校长 宣布 ,从 1996 年 开始 ,停止 该 校 
培养 数学 博士 生 的 计划 (强项 是 代数 拓扑 学 )。 理 由 是 办 学 经 费 紧 
张 ,而 数学 对 学 校 的 贡献 很 小 ,关闭 数学 博士 培养 项 目 ,将 不 会 影响 
其 他 系 科 的 发 展 。 这 件 事 引起 了 美国 数学 界 的 强烈 反应 。 经 过 调解 
干 旋 , 罗 彻 斯 特大 学 的 数学 博士 培养 计划 是 保留 了 ,但 是 数学 过 分 脱 
离 现 实 的 状况 ,需要 引起 重视 ,而 向 公众 宣传 数学 价值 的 任务 也 突现 
出 来 了 。 

改善 数学 在 公众 中 的 形象 ,是 国际 数学 组 织 十 分 关注 的 事情 。 
1992 年 5 月 ,在 巴西 里 约 热 内 卢 的 一 次 会 议 上 ,当时 的 国际 数学 家 
联盟 (IMU) 主 席 ,法 国 数学 家 里 分 斯 (J. 工 . Lions), 以 联盟 的 名 义 ， 
宣告 2000 年 为 世界 数学 年 (World Mathematical Year 2000), 简 称 
WMY 2000。 这 项 计划 得 到 联合 国教 科 文 组 织 和 第 三 世界 科学 院 的 
支持 。 它 的 一 个 重要 目标 就 是 “树立 数学 的 形象 ”, 即 向 “信息 社会 ” 
系统 地 表现 数学 的 价值 ,向 大 多 数 人 显示 数学 科学 上 的 精确 的 范例 
及 应 用 ;宣传 数学 在 文化 及 社会 中 的 作用 ;纵览 数学 对 技术 的 影响 ; 
削弱 公众 中 对 数学 的 错误 印象 。 

WMY 2000 的 活动 正在 世界 各 地 蓬勃 展开 ,到 2000 年 ,有 许多 
数学 活动 在 世界 范围 内 进行 。 中 国 数学 会 已 经 进行 了 准备 工作 。 

1995 年 ,国际 数学 教育 委员 会 秘书 长 尼斯 (M. Niss) 发 表 谈话 


建议 : | 
2000 世界 数学 年 的 主要 任务 应 是 :“ 使 数学 及 其 对 世界 的 意义 
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被 社会 所 了 解 ,特别 是 被 普通 大 众 所 了 解 "。 我 们 的 主要 目的 不 是 宣 
扬 数 学 的 奇迹 ,游说 与 宣扬 不 仅 不 能 使 我 们 的 听众 信服 ,而 且 可 能 起 
反作用 。 相 反 ,我 们 的 任务 应 是 揭示 数学 的 五 个 本 质 : 

@@ ”作为 一 门 纯粹 科学 。 

@ 作为 一 门 应 用 科学 。 

@ ”作为 决策 与 行动 的 工具 。 

@ 作为 一 门 艺术 。 

@ ”作为 现代 教育 最 重要 的 学 科 之 一 。 

在 中 国 , 数 学 的 社会 形象 还 是 比较 好 的 。 如 果 说 国外 的 数学 家 
是 很 少 受到 新 闻 媒 介 关 注 , 相 比 之 下 ,中 国 的 情形 则 要 好 得 多 。 传 奇 
数学 家 华罗庚 的 事迹 在 生前 就 被 拍 成 电视 剧 放映 ,可 说 在 世上 绝 无 
仅 有 ,他 的 名 字 已 成 为 “天 才 ,勤奋 ,聪明 "的 同义词 ,华罗庚 曾 任 全 国 
人 民 代表 大 会 常务 委员 会 委员 ; 苏 步 青 曾 担任 过 全 国政 治 协商 委员 
会 的 副 主席 。 数 学 家 的 社会 地 位 之 高 ,在 其 他 国家 相当 少见 。 更 令 
入 瞩目 的 是 徐 迟 的 报告 文学 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”的 成 功 秦 动 。 数 论 , 哥 
德 巴赫 猜想 , “1 十 2”, 陈景润 ,一 时 间 传 遍 大 江南 北 。 在 那 特殊 的 年 
代 里 ,陈景润 受到 民族 英雄 般 的 传颂 ,被 青年 人 看 做 科学 的 象征 。 数 
学 被 青年 人 视 为 皇冠 上 的 宝石 ,从 事 数学 研究 成 了 一 项 崇高 的 事业 。 
各 高 校 数 学 系 录取 了 许多 资质 优异 的 学 生 。80 年 代 中 国 数 学 青年 ， 
中 人 才 辈 出 ,和 *“ 哥 德 巴赫 猜想 "的 影响 是 分 不 开 的 。 不 过 , 徐 迟 的 这 
篇 报告 文学 在 成 功 的 同时 , 却 也 带 来 一 些 负面 的 影响 。 似乎 数学 家 
都 得 象 陈景润 那样 的 穷苦 、 偏 执 、 与 世 隔绝 ,而 且 万 般 无 奈 , 才 会 成 
功 。 其 实 , 数 学 家 也 是 普通 人 ,一 样 食 人 间 烟 火 的 。 

另 一 方面 ,数学 的 形象 有 时 也 不 太 好 。 在 一 些 名 人 笔下 ,说 到 自 
己 小 时 候 "数学 学 不 好 ”的 时 候 , 一 点 也 不 脸红 ,似乎 还 有 点 “洋洋 自 
得 "的 味道 。 据 报导 ,中 国学 校 里 成 绩 不 好 的 学 生 , 主 要 是 数学 成 绩 
不 好 ,或 者 最 不 喜欢 数学 。 许多 人 觉得 ,数学 没有 什么 用 处 ,无 非 是 
“聪明 人 的 思想 体操 ”, 练 练功 夫 而 已 。 数学 不 能 吃 ,不 能 穿 , 不 能 促 
进 工农 业 生产 ,不 会 产生 经 济 效益 ,不 能 …… 这 些 错误 的 见解 都 是 从 
数学 家 的 书斋 里 ,数学 教师 的 课堂 上 ,数学 考场 的 试卷 内 ,曲折 地 流 
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消 出 来 的 。 概 而 言 之 ,数学 观 的 转变 ,是 迎接 明天 的 中 国 数学 首先 要 
解决 的 课题 。 


2. 数学 的 定义 及 其 特征 


《中 国 大 百科 全 书 )( 数 学 卷 ) 开 宗明 义 写 道 :“ 数 学 是 研究 现实 世 
界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 。 简 单 地 说 ,是 研究 数 和 形 的 科学 。" 这 
是 一 个 权威 的 论述 ,脱胎 于 马克 思 和 恩格斯 关于 数学 的 概括 。 

对 于 这 个 定义 ,人 们 有 各 种 不 同 的 理解 .补充 和 修改 。 例 如 , 钱 
学 森 在 《关于 思维 科学 ) 一 书 中 ,把 数学 和 哲学 并 列 ,认为 数学 是 在 社 
会 科学 和 自然 科学 之 上 的 一 门 学 问 。 有 人 对 数学 来 源 于 现实 世界 有 
不 同 的 看 法 。 比 如 ,“ 哥 德 巴赫 猜想 "来 源 于 现实 世界 的 哪 一 个 部 分 ? 
很 难说 得 清楚 。 记 得 1958 年 ,武汉 大 学 的 齐 民 友 先生 写 过 “竹子 的 
哲学 ”一文 ,内 中 认为 数学 的 生长 像 竹子 , 根 在 大 地 ,然后 自己 一 节 一 
节 向 上 长 ,间或 爆 出 新 笋 ,长 成 新 竹 。 若 干 年 之 后 ,竹子 开花 , 结 成 种 
子 , 重 回 大 地 。 这 一 比喻 ,何等 贴切 。 但 在 当时 ,这 是 作为 反对 数学 
来 源 于 实践 的 “反面 教材 "发 表 的 。 更 多 的 数学 家 认为 ,现代 数学 的 
发 展 ,已 经 超出 * 数 "和 * 形 "的 范围 ,应 当 包括 “结构 "“ 范 畴 "模型 "等 
更 广 的 对 象 。 不 过 ,只 要 把 数 和 形 作 广义 的 理解 ,大 概 也 就 可 以 了 。 

关于 数学 的 特点 ,一 般 沿用 原 苏联 亚历山大 洛 夫 的 “三 性 " 提 法 : 
抽象 性 .严谨 性 .广泛 应 用 性 。 这 一 提 法 有 合理 的 成 分 ,但 产生 的 实 
际 效果 却 在 很 大 程度 上 被 异化 了 。 一 提 数 学 , 先 就 是 抽象 ,使 数学 远 
离 人 们 的 实际 经 验 和 日 常生 活 。 其 实 ,物理 学 和 化 学 也 抽象 ,“ 力 ”、 
“电压 "当量 " 等 等 也 不 是 看 得 见 , 摸 得 着 的 。 数 学 的 抽象 在 于 它 的 
对 象 :形式 化 的 思想 材料 ,而 这 些 材 料 仍然 可 以 溯源 于 经 验 世界 ,不 
必 过 于 强调 其 抽象 之 难 。 至 于 严谨 性 ,和 逻辑 联系 在 一 起 ,使 数学 成 
为 一 门 相对 精确 的 科学 。 但 是 ,过 分 地 强调 “严谨 性 ” ,把 数学 等 同 于 
逻辑 ,把 生动 活 泌 的 数学 思想 淹没 在 形式 演绎 的 海洋 里 ,实在 是 至 曲 
了 数学 的 本 质 。 至 于 “广泛 应 用 性 ", 乃 是 抽象 性 的 推论 ,几乎 没有 新 
的 论述 。 因 为 数学 的 “抽象 ”, 使 得 数学 虽然 什么 都 挨 不 上 ,可 又 什么 
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都 挨 得 上 ,于 是 到 处 都 可 以 用 数学 ,数学 的 广泛 应 用 性 也 就 成 立 了 。 
这 样 的 论述 引申 到 中 学 数学 教育 上 , 便 是 绝口 不 提 数 学 的 应 用 。 特 
级 教师 的 论文 中 , 绝 少 涉及 应 用 。 数 学 高 考 在 相当 长 时 间 里 不 涉及 
应 用 题 ,学 生 视 应 用 题 为 航 途 , 连 老 师 也 觉得 头痛 。 到 了 这 一 步 , 数 
学 除了 “思维 的 体操 "之 外 ,再 也 没有 什么 可 谈 的 了 。 数 学 教育 变 成 
解 考题 教育 ,数学 教学 的 目的 是 通过 考试 ,数学 老师 成 了 解 题 机 器 ， 
解数 学 难题 成 了 数学 杂技 ,只 要 躲 在 “抽象 性 , 严 说 性 "的 口号 下 , 什 
么 “联系 实际 "“ 数 学 为 国家 建设 服务 "“ 培 养 用 数学 分 析 和 解决 实 
际 问题 能 力 " 便 统统 不 提 了 。 

问题 出 在 “数学 观 "已 经 跟 不 上 时 代 要 求 。 长 期 以 来 ,数学 的 含 
义 只 包括 "纯粹 数学 "。 大 百科 全 书 中 的 数学 定义 ,亚历山大 洛 夫 的 
“三 性 "都 是 从 纯粹 数学 的 意义 上 来 说 的 。 其 实 ,今天 的 数学 ,已 经 不 
再 仅 限 于 纯粹 数学 ,而 是 已 经 渗透 到 社会 生活 的 每 个 角落 ,成 为 能 够 
立即 转化 为 生产 力 的 一 门 技术 。 每 一 种 高 科技 的 背后 ,都 离 不 开 数 
学 的 支持 :电视 卫星 的 姿态 和 定点 控制 必须 用 数学 计算 得 分 毫 不 差 ; 
数字 电视 主要 依靠 信息 压缩 的 数学 技术 ;头顶 呼啸 而 过 的 喷气 飞机 
的 制造 和 飞行 ,是 用 数学 方法 加 以 计算 和 控制 的 ;与 人 的 健康 紧密 相 
关 的 CD 扫描 ,其 基本 原理 竟 是 一 条 数学 定理 一 拉 东道 变换 公式 ; 
信息 时 代 的 国家 机 密 正 是 通过 数学 密码 理论 才 得 以 在 传输 过 程 中 保 
证 安全 ;庞大 的 世界 经 济 的 未 来 ,正在 由 成 干 上 万 个 未 知 数 的 微分 广 
程 组 进行 模拟 和 预测 ;出 身 北 京 大 学 数学 系 的 王选 院士 用 数学 技术 
创立 了 享誉 国际 的 “方正 "集团 。 当 我 们 在 尽情 享受 数学 文明 的 时 
候 ,我 们 应 当 如 何 认识 当今 的 数学 呢 ? 

中 国 的 数学 观 多 半 限 于 纯粹 数学 ,有 其 历史 原因 。 建 国 以 前 的 
旧 中 国 工业 凋 孝 , 科 学 落后 ,没有 应 用 数学 可 言 。 当 时 的 著名 数学 家 
在 艰难 的 条 件 下 开展 数学 研究 ,没有 经 费 ,只 能 从 很 少 花 钱 的 纯粹 数 
学 着 手 ,例如 研究 数论 ,函数 论 ,微分 几何 。 他 们 的 成 就 是 国家 的 矣 
做 ,体现 了 中 华 民族 的 创造 精神 。 但 是 也 不 可 避免 地 带 有 时 代 的 局 
限 。 建 国 以 后 ,华罗庚 、 苏 步 青 等 都 先后 涉及 应 用 数学 ,而 且 身 体力 
行 ,力求 有 所 作为 。 可 惜 的 是 ,文化 大 革命 时 期 的 动乱 搞 浑 了 人 的 思 
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想 。 否 定数 学 基础 研究 ,批判 纯粹 数学 研究 工作 ,走向 极端 ,把 搞 不 
搞 应 用 数学 当成 “ 打 人 的 棍子 ”, 伤 害 了 许多 人 。1976 年 以 后 , 拨 乱 
反正 ,终于 “进一步 , 退 两 步 ”, 在 一 些 地 方 ,应 用 数学 反倒 成 了 “实用 
主义 ”的 替罪羊 。 在 中 学 数学 圈子 里 ,十 年 动乱 期 间 搞 “ 工 业 基 础 ”、 
“农业 基础 ” ,数学 课 成 了 “ 划 线 ”"、“ 识 图 ”, 真 的 是 实用 主义 的 数学 
教育 。 

80 年 代 将 它 推倒 重 来 理所当然 。 可 惜 的 是 ,真正 意义 上 的 数 
学 应 用 却 渐渐 从 中 学 数学 教学 中 消失 了 。 进 入 了 90 年 代 , 国 家 建 
设 出 现 了 繁荣 期 ,科教 兴国 已 成 为 基本 的 国策 。 在 这 样 的 时 候 , 重 
新 审视 数学 的 价值 ,把 应 用 数学 提 到 战略 地 位 来 考虑 ,形成 新 的 数 
学 观 ,就 是 十 分 必要 的 了 。 当 然 ,忽视 数学 应 用 的 倾向 也 具有 世界 
性 ,并 非 中 国 所 特有 ,只 是 中 国 由 于 历史 环境 特殊 ,情形 更 为 严重 
而 已 。 


3. 三 段 “ 讲 话 ” 的 共同 主题 :数学 应 用 


以 下 让 我 们 引用 一 些 数学 家 的 谈话 来 重新 认识 “什么 是 数学 ”。 

(1) 钱学森 讲话 

1989 年 8 月 18 日 ,著名 科学 家 钱学森 在 中 国 数学 会 的 “数学 教 
育 与 科研 ”座谈 会 上 发 言 , 提 到 了 “数学 技术 ”, 全 文 发 表 于 《中 国 数 学 
会 通讯 )1989 年 第 4 期 。 现 将 有 关 的 段落 摘 引 于 此 (为 语气 连贯 ,有 
一 些 文字 上 的 改动 )。 

“在 理科 ,工科 的 实际 工作 中 ,现在 不 是 用 手 算 ,而 是 用 电子 计算 
机 去 算 ,去 求解 。 去 年 ,在 四 川 的 (大 自然 探索 》 杂 志 上 ,有 美国 布朗 
大 学 的 谢 定 裕 教 授 写 的 一 篇 文章 ,提出 “数学 科技 ' 的 概念 。 文 章 说 ， 
50 年 代 热闹 一 阵 的 应 用 力学 ,现在 都 融化 到 各 门 工程 课程 中 去 了 。 
所 以 应 用 力学 大 部 分 已 撤消 了 。 另 一 方面 ,应 用 数学 的 老师 又 都 是 
数学 家 ,对 工程 不 感 兴趣 ,所 以 应 用 数学 又 太 纯 数学 化 了 。 这 样 , 数 
学 的 基础 理论 有 了 ,工程 技术 的 具体 问题 在 这 儿 , 中 间 怎 么 过 去 ? 不 
是 靠 手 算 了 ,是 靠 电 子 计算 机 。 也 就 是 说 从 自然 科学 的 理论 开始 ,用 
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电子 计算 机 能 得 到 具体 工程 技术 问题 的 解答 。 那 么 谁 来 做 这 些 中 间 
的 工作 呢 ? 在 美国 成 立 了 一 些 新 学 术 组 织 ,如 工业 数学 与 应 用 数学 
协会 (Society of Industrial and Applied Mathematics (SIAM) ) , 国 
际 工业 数学 和 应 用 数学 大 会 (International Congress of Industrial 
and Applied Mathematics (ICIAM) )。 他 们 都 离开 了 老 的 领域 ,而 
利用 计算 机 来 工作 , 谢 定 裕 教 授 把 这 称 为 “数学 科技 " ,我 想 不 叫 ' 数 
学 科技 ' ,而 叫 “ 数 学 技术 "。 这 要 求 数学 给 一 个 方法 ,能 使 科学 的 理 
论 通过 电子 计算 机 解答 具体 的 科学 技术 问题 。 这 包括 两 个 方面 :第 
一 是 要 会 用 计算 机 ,会 指挥 它 去 算 ;第 二 是 对 电子 计算 机 给 出 的 解 
答 ,通过 荧光 屏 的 显示 ,能 够 理解 它 , 别 让 它 给 路 住 了 。 我 觉得 后 一 
个 关于 理解 问题 ,要 求 从 宏观 的 .正确 角度 去 认识 ,这 也 是 数学 问题 。 
这 里 我 可 以 举 几 个 例子 。 比 如 我 从 前 做 过 的 工作 ,理想 气体 流 过 一 
个 给 定 的 物体 ,这 在 航空 技术 里 是 一 个 根本 的 问题 。 当 时 ,出 现 这 么 
一 个 怪事 : 当 理想 气体 , 即 可 压缩 的 非 黏 性 气体 , 流 过 一 个 等 速 运动 
物体 时 ,运动 的 速度 跟 远 处 理想 气体 声速 之 比 , 如 果 超 过 一 定 的 数 
值 ,但 比 一 小 ,好 象 这 个 解 是 不 存在 的 。 当 时 我 们 把 这 个 连续 解 不 存 
在 的 马赫 数 , 叫 高 临界 马赫 数 。30 年 前 ,我 们 搞 具 体 工 作 的 人 猜测 
大 概 有 这 样 的 搞 浑 了 高 临界 马赫 数 ,这 实际 上 是 一 个 解 的 存在 问题 。 
再 一 个 问题 ,真实 的 有 黏 性 的 气体 , 当 流 体 的 雷诺 数 达到 一 定数 值 
时 ,就 会 出 现 淇 流 , 现 在 叫 “ 混 沌 "。 过 去 对 这 个 研究 费 了 很 大 的 劲 ， 
也 没 真正 解答 。 现 在 从 新 的 混沌 概念 出 发 ,要 问 为 什么 有 时 候 有 混 
沌 发 生 , 什 么 时 候 会 出 现 ? 这 也 是 解 的 宏观 性 质问 题 。 

从 以 上 例子 来 看 ,我 觉得 自己 以 前 学 的 那 套数 学 ,不 能 应 付 现 
在 的 实际 。 上 百年 的 这 套 老 东西 脱离 实际 太 远 了 。 今 天 的 实际 要 
求学 生 学 会 两 条 :一 要 会 用 电子 计算 机 ,二 要 能 理解 计算 机 给 出 的 
答案 。 

(2) 国际 数学 家 联盟 主席 D ' 芒 福 特 (Mumford) 答 记者 问 

1995 年 5 月 ,国际 数学 家 联盟 (IMU) 在 巴黎 举行 执 委 会 。 有 记 
者 问 道 “您 个 人 认为 21 世纪 数学 将 面临 怎样 的 挑战 ?” 芒 福特 的 回 
答 是 : 
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“ 啊 ! 这 可 真是 一 个 重大 问题 ,人 们 需要 坐 下 来 ,长 时 间 地 思考 
这 个 问题 。 我 个 人 感觉 到 ,一 个 十 分 重要 的 问题 是 恢复 纯粹 数学 家 
和 应 用 数学 家 之 间 的 思想 交流 。 在 19 世纪 ,您 可 以 看 到 大 多 数 数学 
家 都 是 身 兼 二 任 ,例如 傅立叶 级 数 ,就 是 受 了 应 用 的 刺激 。 但 以 后 产 
生 了 分 隔 , 尤 其 是 在 美国 。 我 想 其 他 国家 在 某 种 程度 上 也 是 如 此 。 
我 希望 当前 对 科学 用 处 的 普遍 强调 (这 有 利于 公众 对 科学 的 投资 )， 
将 不 至 于 简单 地 花 很 多 钱 去 搞 纯粹 数学 研究 ,而 是 相反 ,应 当 引 向 一 
个 共同 目标 ,使 得 纯粹 数学 研究 人 员 能 在 应 用 中 受到 启发 ,运用 他 们 
的 理论 思想 更 有 效 地 解决 实际 应 用 问题 。 

请 注意 :D' 芒 福 特 本 人 是 一 位 纯粹 数学 家 。1937 年 出 生 , 美 国 
哈佛 大 学 教授 。 研 究 方向 是 代数 曲面 ,以 研究 代数 族 的 结构 和 存在 
性 而 著名 ,1974 年 获得 世界 数学 最 高 奖 一 一 菲 尔 兹 奖 。 一 位 纯粹 数 
学 的 名 家 发 表 上 述 谈话 ,更 是 意味 深长 。 

(3) 姜 伯 驹 院士 在 数学 与 力学 教学 指导 委员 会 的 讲话 

姜 伯 驹 院士 是 北京 大 学 教授 ,专长 拓扑 学 ,在 不 动 点 类 理论 
上 有 突出 贡献 , 获 第 三 世界 科学 院 颁发 的 数学 奖 。 他 是 国家 数 
学 与 力学 教学 指导 委员 会 主任 。1996 年 5 月 ,他 在 该 会 第 二 次 
工作 会 议 上 发 表 讲 话 , 作 为 一 个 纯粹 数学 家 ,他 同样 呼吁 重视 数 
学 的 应 用 : 

过 去 讲 数学 的 重要 性 ,就 是 两 句 话 :数学 是 思想 的 体操 ,数学 是 
科学 的 语言 。 现 在 ,数学 已 经 不 必 通过 其 他 的 学 科 , 而 直接 在 科技 前 
沿 发 挥 作用 了 。 很 多 高 精 尖 的 东西 取决 于 数学 模型 的 控制 。 数 学 已 
经 走 到 前 列 了 。 

许多 事情 ,特别 是 有 竞争 的 地 方 ,数学 往往 是 最 后 取胜 的 法 宝 。 
数学 用 得 好 ,你 就 赢 了 。 

数学 在 20 世纪 下 半 叶 有 很 大 的 发 展 ,其 中 最 大 的 发 展 是 应 用 。 

数学 已 从 幕后 走 到 台 前 ,直接 对 生产 过 程 、 经 济 管理 、 科 技 发 
展 产 生 作用 。 以 前 只 关心 代数 、 几 何 、 分 析 的 数学 家 ,现在 必须 面 
对 工程 控制 .图 像 处 理 、 模 糊 识 别 、 运 筹 优化 等 一 系列 的 应 用 数学 
学 科 。 
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4. 从 事 数 学 研究 的 魅力 


在 美国 , 当 一 个 数学 家 ,年薪 不 过 几 万 美元 ,过 十 万 美元 的 已 是 
凤毛麟角 。1996 年 ,一 个 英国 大 学 毕业 的 数学 博士 到 不 同行 业 工作 
的 年 薪 差 异 如 下 (单位 :万 美元 ,都 以 12 个 月 计算 ) : 


| 最 外 | 中 位 数 | 最 高 


数学 教学 或 研究 
政府 机 关 工 作 
工商 企业 


显然 , 刚 毕业 的 数学 博士 如 到 工商 企业 ,华尔街 金融 市 场 工 作 ， 
薪金 将 会 明显 高 于 在 大 学 或 研究 所 从 事 数学 教学 或 研究 。 这 种 情 
形 , 当然 会 导致 数学 人 才 流 向 数学 圈子 之 外 。 但 是 这 也 不 必 过 于 担 
心 。 首 先 ,数学 人 才 到 其 他 部 门 去 工作 是 一 件 好 事 , 实 际 上 有 利于 数 
学 市 场 的 开拓 ,扩大 数学 在 公众 中 的 影响 力 。 其 次 ,数学 的 教学 和 研 
究 工作 的 魅力 ,会 把 那些 最 优秀 的 数学 青年 吸引 进来 。 探 索 数学 的 
奥秘 ,一 直 是 许多 人 的 梦想 。 稍 少 的 薪水 , 挡 不 住 当 一 名 数学 家 的 
诱惑 。 

那么 ,数学 研究 有 什么 吸引 人 的 地 方 ? 

数学 研究 的 第 一 个 特点 是 数学 的 精确 性 。 数 学 是 一 门 精确 科 
学 ,结论 是 对 是 错 壁垒 分 明 , 没 有 什么 争论 。 虽 然 它 的 价值 有 时 也 不 
能 立刻 显示 出 来 ,但 是 至 少 不 会 今天 说 它 对 ,明天 说 它 错 ,就 象 某 些 
学 科 那 样 , 随 政治 和 社会 的 变迁 而 大 起 大 落 ,数学 的 评价 标准 ,是 比 
较 稳定 的 ,客观 公平 的 ,而 且 具 有 很 强 的 国际 一 致 性 。 这 使 得 数学 研 
究 成 果 ,很 快 就 能 判断 其 真 假 ,而 且 能 够 经 受 时 间 的 考验 ,得 到 国际 
同行 的 承认 。 

有 一 个 故事 说 : 原 苏联 的 大 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 本 来 想 研究 历 
史学 ,并 写 了 一 篇 论文 。 一 位 历史 学 家 看 了 他 的 论文 后 说 ,你 文章 中 
的 结论 ,只 得 到 一 个 论据 的 支持 , 那 是 不 够 的 。 这 就 是 我 们 常 说 的 
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“ 孤 证 不 足 为 赁 ” 。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 对 此 很 不 以 为 然 。 他 说 他 想 研究 一 
门 学 问 ,其 中 的 一 切 结论 只 要 一 个 证 据 就 够 了 。 于 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
转向 了 数学 ,此 后 历史 学 界 失去 了 一 位 天 才 ,而 数学 界 则 是 幸运 的 。 

20 世纪 80 年 代 末 ,中 国 著名 大 学 的 校长 几乎 都 是 数学 家 。 丁 
石 孙 ( 北 京 大 学 ) , 王 梓 坤 (北京 师范 大 学 ), 谷 超 豪 (中 国 科技 大 学 )， 
伍 卓 群 (吉林 大 学 ), 齐 民 友 (武汉 大 学 ), 李 荣华 (中 山大 学 )。 分 析 这 
种 状况 ,很 多 人 认为 是 数学 家 具有 较 强 的 逻辑 思维 能 力 ,因而 善于 做 
行政 工作 。 其 实 ,数学 家 当 校长 的 主要 原因 在 于 数学 的 特点 , 即 他 们 
的 数学 成 就 不 因 十 年 动乱 的 政局 变化 而 受 损伤 。 他 们 的 数学 成 果 容 
易 得 到 国际 同行 赞赏 。 经 过 十 年 动乱 ,与 其 他 专业 比较 而 言 ,数学 家 
的 学 术 地 位 相对 地 容易 确立 ,容易 获得 大 家 的 承认 。 推 举 有 学 术 地 
位 的 入 做 校长 ,是 自然 的 事 了 。 至 于 说 数学 家 的 逻辑 思维 能 力 强 , 因 
而 行政 能 力也 比较 强 ,恐怕 就 难说 了 。 许 多 行政 领导 遇 到 的 问题 ,大 
多 是 没有 逻辑 解 的 ,如 果 硬 要 用 逻辑 方法 去 处 理 ,其 效果 了 恐 怕 会 适 得 
其 反 。 事 实 上 ,到 了 90 年 代 , 上 述 学 校 的 校长 恰恰 都 不 再 是 数学 
家 了 。 

数学 研究 的 第 二 个 特点 是 突现 个 人 智力 的 角逐 。 数 学 较 少 涉及 
对 经 费 、 设 备 的 依赖 ,可 以 充分 自由 地 发 挥 个 人 的 特长 。 十 年 动乱 时 
册 , 社 会 科学 因为 政治 原因 已 经 不 可 能 进行 研究 。 自 然 科 学 的 情况 
稍 好 一 些 , 但 大 多 数 的 学 科 受 到 设备 .经 费 的 限制 ,无 法 真正 启动 。 
唯 独 数学 ,无 需 多 少 经 费 , 弄 几 本 书 或 论文 就 可 以 研究 起 来 。 陈 景 涧 
在 那样 艰苦 条 件 下 可 以 研究 数学 , 却 不 可 能 到 实验 室 做 物理 化 学 实 
验 。1990 年 前 后 ,数学 界 的 工作 屡屡 见 诸 报端 ,原因 也 是 在 文革 时 
期 还 能 偷偷 地 做 一 些 纯粹 数学 的 工作 。1978 年 ,恢复 高 考 和 研究 生 
考试 之 初 ,许多 优秀 数学 人 才 就 像 从 地 下 冒 出 来 一 样 ,一 些 “ 小 木 
匠 "、“ 县 剧 田 编 剧 ”、“ 农 场 工 人 ”, 连 升 三 级 成 了 数学 博士 。 原 来 他 们 
都 是 自己 偷偷 学 出 来 的 。 

此 外 ,数学 研究 的 竞赛 规则 是 “ 胜 者 为 王 ", 只 有 第 一 ,没有 第 二 。 
一 个 数学 结果 如 果 别 人 已 经 做 出 来 ,并 为 人 所 知 了 ,那么 你 的 重复 就 
没有 发 表 价值 。 这 里 不 存在 “填补 国内 空白 "的 说 法 。 正 因为 如 此 ， 
26 型 代数 光大 更 


数学 工作 都 必须 是 创新 的 ,前 人 所 没有 的 ,完全 是 一 种 公平 的 智力 角 
逐 。 为 了 国家 的 荣誉 ,民族 的 尊严 ,许多 有 志 之 士 ,愿意 在 数学 战场 
上 为 国 争光 ,将 是 可 期 的 。 数 学 的 魅力 ,引得 无 数 英雄 竞 逐 。 像 陈 景 
润 那样 , 茶 饭 不 思 , 为 伊 消 得 人 惟 眉 的 数学 家 ,一 定 会 代 有 人 出 的 。 

数学 研究 领域 中 主要 是 个 体 劳动 ,合作 的 情况 也 有 ,但 也 是 少数 
人 ,不 可 能 集体 创作 。 在 数学 研究 过 程 中 ,可 以 自由 地 按照 个 人 的 思 
路 去 进行 。 数 学 论文 的 正确 与 错误 ,相对 来 说 比较 容易 判断 ,权威 的 
压制 也 要 少 些 。 这 一 特点 吸引 无 数 的 青年 人 投入 数学 竞争 ,并 为 之 
奋斗 终生 。 

以 上 的 两 个 特点 ,在 现时 仍然 保持 着 。 数 学 之 深奥 ,数学 之 神 
奇 ,数学 之 美丽 ,数学 之 自由 创造 ,还 会 不 断 吸引 大 批 青年 投身 数学 
研究 事业 。 但 是 ,说 研究 数学 “不 要 花 钱 " 的 说 法 ,也许 需要 修正 。 目 
前 ,计算 数学 ,应 用 数学 都 需要 投入 大 量 的 实验 设备 ,高 性 能 的 电子 
计算 机 ,以 及 价格 不 菲 的 数学 软件 。 即 使 是 做 纯粹 数学 研究 ,也 要 用 
计算 机 试 算 许多 例子 , 从 中 观察 规律 ,做 出 猜想 ,然后 再 进行 证 明 。 
总 之 ,时 代 在 变 , 一 些 老 的 观点 也 会 随 之 变化 ,不 过 ,数学 的 魅力 将 会 
是 永恒 的 。 
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第 三 节 ”核心 数学 的 未 来 


纯粹 数学 主要 包括 代数 与 数论 ` 几 何 与 拓扑 、 分 析 学 三 大 部 分 ， 
核心 数学 指 纯粹 数学 的 核心 。 数 学 是 一 个 整体 ,一 些 最 有 价值 的 数 
学 问题 .具有 重大 发 展 潜力 的 数学 理论 和 方法 构成 一 个 时 期 的 “核心 
数学 ”"。 它 由 时 代 的 社会 需要 所 决定 ,也 随 当 时 领袖 数学 家 们 的 活动 
而 形成 。 正 如 流行 的 时 装 那 样 , 既 有 服装 设计 师 的 提倡 ,更 是 人 们 对 
时 尚 的 一 种 心态 反映 。 发 展 一 个 国家 的 数学 ,必须 从 核心 数学 入 手 ， 
这 样 才 会 有 扎实 的 根基 ,具备 创新 的 能 力 。 


1. 核心 数学 的 形成 与 特点 


核心 数学 的 内 容 并 非 是 固定 不 变 的 。 它 的 发 展 常常 受到 其 他 科 
学 分 支 以 及 应 用 数学 内 容 的 影响 和 推动 。 但 是 ,核心 数学 发 展 的 主 
要 推动 力 来 自 数学 的 内 部 。 从 19 世纪 的 数学 来 看 ,复数 理论 因 负数 
开 方 引起 ; 伽 罗 瓦 的 群 论 来 源 于 方程 的 根 式 解 ; 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 
几何 学 起 始 于 对 欧 氏 几何 的 第 五 公设 的 研究 ;而 数学 分 析 的 严密 化 
进程 , 则 导 源 于 无 限 小 量 之 比 的 不 确定 性 。 这 些 数学 内 部 提出 的 问 
题 , 深 刻 地 反映 了 客观 世界 的 数量 关系 ,揭示 了 丰富 的 数学 内 涵 。 当 
然 ,许多 应 用 性 的 问题 ,也 会 成 为 核心 数学 的 重大 分 支 。 最 好 的 例子 
是 傅立叶 从 热传导 提出 的 三 角 级 数 展开 。 傅 立 叶 分 析 ,傅立叶 变换 、 
傅立叶 算 子 、 群 上 调和 分 析 、 非 交换 调和 分 析 , 其 影响 至 今 不 衰 ,始终 
是 核心 数学 的 重要 组 成 部 分 。 

在 20 世纪 的 上 半 叶 , 爱 因 斯 坦 的 相对 论 和 量子 力学 诞生 ,与 之 
相应 的 黎 曼 几何 、 李 群 和 泛 函 分 析 当 然 属 于 那 时 的 “核心 数学 "范围 ; 
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传统 的 函数 论 、 数 论 等 基本 的 数学 工具 ,当然 仍 是 核心 数学 的 一 部 
分 ;此 时 ,组合 拓 扑 学 ,以 一 般 理 想 论 为 代表 的 抽象 代数 等 ,虽然 并 不 
和 需要 相 联 系 , 却 以 旺盛 的 生命 力 迅速 发 展 ,也 构成 核心 数学 的 中 
坚 。 另 一 方面 , 盛 极 一 时 的 射影 几何 学 ,特殊 函数 论 ,方程 式 论 ` 四 元 
数 解析 等 学 科 则 渐渐 淡出 。 

到 了 20 世纪 下 半 叶 ,电子 计算 机 的 出 现 导致 数理 逻辑 逼近 论 
等 学 科 的 发 展 ;与 此 同时 ,微分 几何 学 受到 拓扑 学 的 影响 产生 了 整体 
微分 几何 ,又 和 规范 场 论 等 数学 物理 课题 相 结合 ,从 非 主流 数学 进入 
主流 数学 ;微分 方程 求解 历来 是 核心 数学 的 重要 部 分 ; 流 形 上 的 分 
析 、 多 元 复 分 析 、 动 力 系 统 、 指 标定 理 等 成 为 世人 关注 的 数学 课题 ; 完 
全 受 数学 内 部 需要 而 发 展 的 代数 数论 .代数 几何 ,更 以 费 马 大 定理 的 
证 明 而 达到 高 潮 。 但 是 ,一 些 意义 不 大 的 探究 细 枝 末节 的 研究 课题 
则 从 主流 地 位 消退 ,例如 一 般 拓扑 学 ` 函 数论 和 泛 函 分 析 中 的 某 些 
分 支 。 

面向 21 世纪 的 中 国 数学 ,应 当 如 何 看 待 当 前 和 未 来 的 核心 数学 
呢 ? 中 国 自然 科学 基金 会 的 一 份 研究 报告 认为 ,核心 数学 的 重要 科 
学 主题 和 研究 方向 是 : 

@ ”解析 数论 代数 数论 与 代数 几何 (包括 构造 性 代数 几何 )。 
群 与 代数 及 其 表示 理论 。 

流 形 与 复 形 拓扑 学 。 
整体 微分 几何 。 

经 典 分 析 的 前 沿 问题 。 
随机 分 析 和 无 穷 维 分 析 。 

这 六 个 课题 中 ,除了 解析 数论 和 经 典 分 析 之 外 ,都 是 我 国 过 去 的 
薄弱 环节 。80 年 代 以 来 ,一 批 年 青 数学 家 开始 追赶 ,有 所 突破 ,但 是 
就 总 体 上 而 言 , 仍 和 世界 先进 水 平 有 很 大 的 差距 。 在 今后 的 一 段 时 
间 内 ,它们 仍 是 我 们 的 努力 目标 。 

核心 数学 的 重大 进展 和 其 成 果 的 实际 应 用 都 是 难以 预计 的 。 核 
心 数学 课题 一 旦 有 所 突破 ,常常 会 产生 不 可 估量 的 影响 。 伽 罗 瓦 提 
出 的 群 论 , 源 于 代数 ,后 来 扩展 到 几何 变换 群 、 拓 外 学 中 的 同 伦 群 和 
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同调 群 ,微分 方程 中 的 李 群 有 限 群 和 典型 群 ,物理 学 中 的 对 称 群 、 规 
范 群 ,其 覆盖 面 几 乎 是 整个 数学 。 至 于 群 论 直接 用 于 密码 编制 ,成 为 
一 种 特殊 的 数学 技术 ,更 是 始 料 所 不 及 了 。 

陈景润 研究 的 “ 哥 德 巴 赫 猜 想 ”, 迄 今 仍 领先 于 世界 的 “1 十 2”， 
它 能 否 用 于 其 他 数学 学 科 的 研究 ? 会 不 会 有 实用 价值 ? 目前 都 还 说 
不 上 。 但 是 ,这 不 妨碍 陈景润 是 中 国 最 好 的 数学 家 之 一 ,也 没有 人 怀 
疑 这 一 成 果 的 重要 性 。 至 于 它 的 实用 价值 ,相信 也 会 在 某 一 天 获得 
体现 ,只 是 现在 无 法 预料 就 是 了 。 

但 是 ,并 非 任 何 纯粹 数学 问题 都 能 算 做 核心 数学 。 只 有 “好 ”的 
纯粹 数学 , 即 正在 生长 .意义 重大 、 影 响 全 局 的 数学 才能 进入 核心 数 
学 的 范围 。 


2. 陈省身 寄语 :做 “好 ”的 数学 


要 想 把 中 国 建设 成 为 世界 数学 大 国 , 国 际 数学 大 师 陈省身 一 再 
希望 中 国 的 数学 家 ,尤其 是 青年 数学 家 :“ 一 定 要 做 好 的 数学 ”"。 难 道 
数学 还 有 “好 ”“ 坏 ”之 分 吗 ? 许多 人 会 觉得 是 件 新 鲜 事 。 

按 国 内 过 去 的 一 般 看 法 ,数学 研究 工作 要 么 对 ,要 么 错 ,很 难说 
好 坏 。 只 要 逻辑 上 正确 的 数学 论文 便 可 发 表 。 能 发 表 论 文 ,能 把 别 
人 论文 里 的 结果 加 以 改进 ,做 些 推广 , 便 是 数学 家 ,如 果 能 得 到 外 国 
人 的 称赞 , 便 是 著名 的 数学 家 了 。 这 种 看 法 ,用 较 低 的 标准 来 衡量 ， 
也 有 道理 。 科 学 研究 就 是 发 人 之 所 未 发 ,只 要 别人 没有 做 过 的 数学 
问题 ,你 做 出 来 了 ,总 是 有 成 绩 的 ,应 该 鼓励 。 但 是 , 若 从 高 标准 来 要 
求 ,要 到 世界 上 去 竞争 ,要 建成 数学 大 国 ,那么 就 要 看 你 做 出 来 的 数 
学 问题 的 意义 如 何 了 。 这 里 有 *“ 优 务 "“ 粗 细 "“ 好 坏 "“ 新 旧 " 之 分 。 
当今 世界 上 每 年 发 表 的 论文 ,多 数 是 比较 平庸 的 ,意义 不 大 的 ,在 已 
有 工作 上 做 一 些 枝 节 的 推广 和 改进 ,没有 多 大 的 创造 性 ,真正 重要 的 
文章 实在 不 多 。 相 比 之 下 ,我国 数学 工作 者 的 人 数 ,发 表 论文 的 数 
量 ,绝对 数量 不 算 太 少 (至 少 比 欧洲 的 一 些小 国家 要 多 ) ,但 论 质量 ， 
则 达到 上 乘 的 是 极 少数 。 
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陈省身 1985 年 在 南开 数学 研究 所 成 立时 就 提出 :让 青年 人 知 
道 有 “好 的 数学 ”( 指 有 意义 ,有 创新 ) 和 “不 好 的 数学 "( 指 仅 限于 把 他 
人 工作 推演 一 番 ) 之 分 ,从 年 轻 时 就 懂得 欣赏 “好 的 数学 ”。 

1992 年 ,陈省身 在 庆祝 中 国 自 然 科 学 基金 会 成 立 十 周年 的 学 术 
讨论 会 上 再 次 详细 论述 这 一 问题 。 他 说 : 

一 个 数学 家 应 当 了 解 什么 是 好 的 数学 ,什么 是 不 好 的 或 不 太 好 
的 数学 。 有 些 数学 是 有 开创 性 的 ,有 发 展 前 途 的 ,这 就 是 好 的 数学 。 
还 有 一 些 数 学 也 蛮 有 意思 ,但 渐渐 地 变 成 一 种 游戏 了 。 

下 面 举 例 来 谈 谈 。 大 家 也 许 知道 有 个 拿破仑 定理 。 据 说 这 个 定 
理 和 拿破仑 有 点 关系 , 它 是 说 ,任何 一 个 三 角形 ,在 其 各 边 上 各 作 等 
边 三 角形 ,然后 将 这 三 个 三 角形 的 重心 联结 起 来 ,一 定 是 一 个 等 边 三 
角形 。 各 边 上 的 等 边 三 角形 即 可 以 朝 外 面 作 也 可 朝 里 面 作 ,于 是 可 
得 到 两 个 解 。 这 个 数学 就 不 是 好 的 数学 ,因为 它 难以 有 进一步 的 发 
展 。 当 然 ,你 做 事 累 了 , 坐 在 沙发 上 愿意 想 想 这 个 问题 ,也 蛮 有 意思 ， 
这 好 像 一 种 游戏 ,可 以 解闷 。 

那么 什么 是 好 的 数学 呢 ? 比如 解 方程 就 是 。 搞 数学 都 要 解 方 
程 ,一 次 方程 容易 解 ,二 次 方程 就 不 同 , x 一 1 = 0 有 实数 解 ;而 ?十 
1 = 0 就 没有 实数 解 。 后 来 就 加 进 复数 ,讨论 方程 的 复数 解 。 大 家 知 
道 的 代数 基本 定理 就 是 次 代数 方程 必 有 zn 个 复数 解 。 这 一 问题 有 
很 长 的 历史 。 当 年 有 名 的 数学 家 欧 拉 (Eular, 1707 一 1783) 就 考虑 
过 这 个 问题 ,但 一 直 没有 证 出 来 。 后 来 还 是 高 斯 (1771 一 1855) 证 出 
来 的 。 还 发 现 复数 和 拓扑 有 关系 ,有 了 新 的 理解 。 因 为 复数 减 1 的 
绝对 值 等 于 1 就 表示 一 个 圆周 ,在 这 一 圆周 上 就 有 很 多 花样 。 

如 果 从 解 f(z) = 0 到 解 f(z，y) 二 0, 那 就 进入 到 研究 曲线 ， 
当然 也 可 能 没有 解 ,一 个 实 点 也 没有 。 于 是 花样 就 来 了 ,假使 你 在 
f(z,y) = 0 中 把 zx, y 都 看 成 复数 , 则 两 个 复数 相当 于 四 维 空间 。 
这 就 很 麻烦 ,出 现 了 复 变 函数 论 中 的 黎 曼 曲面 。 你 要 用 黎 曼 曲面 来 
表示 这 个 函数 ,求解 原来 的 方程 Kz, y) = 0, 那 就 要 用 很 多 的 数学 
知识 ,其 中 最 要 紧 的 概念 是 亏 格 。 你 把 f(z, >) = 0 的 解 看 成 曲面 
之 后 ,那么 曲面 有 多 少 个 圈 、 球 面 、 环 面 等 等 的 不 同 花 样 都 和 亏 格 
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有 关 。 

此 外 ,你 也 可 以 有 另外 的 花样 ,比如 f(x, y) = 0 的 系数 都 假定 
为 整数 ,你 也 可 以 讨论 它 的 整数 解 ,这 就 很 难 了 。 

这 段 论述 明确 地 指出 了 什么 是 好 的 数学 , 即 那些 有 深远 意义 ,可 
以 不 断 深入 影响 许多 学 科 的 数学 课题 。 像 方程 这 样 的 数学 思想 ,其 
价值 是 永恒 的 ,不 断 发 展 的 。 所 以 说 它 是 好 的 数学 。 

1995 年 11 月 ,陈省身 在 上 海 数学 会 的 报告 ,再 次 论述 了 这 一 问 
题 。 他 引用 18 世纪 的 法 国 大 数学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange，1736 一 
1813) 的 标准 ,认为 好 的 数学 问题 应 满足 两 个 条 件 :1) 易 懂 。 走 在 马 
路 上 向 任何 一 个 人 都 能 讲 清楚 ;2) 难 攻 。 这 种 数学 问题 必须 相当 困 
难 ,但 又 不 是 无 法 攻克 的 。 符 合 这 两 个 条 件 的 数学 问题 不 是 很 多 。 
德国 大 数学 家 希 尔 伯 特 在 1900 年 提 了 23 个 数学 问题 ,都 是 好 的 问 
题 ,对 本 世纪 的 数学 发 展 起 了 很 大 的 作用 。 陈 省 身 在 上 海 的 报告 中 
也 指出 , 像 费 马 (P. de Fermat 1601 一 1665) 大 定理 ， 

求 不 定 方程 

I" 二 +y =z"(n> 3) 


的 正 整 数 解 。 

一 看 就 明白 题目 的 意思 。 再 如 三 体 问题 , 即 研究 太阳 、 地 球 、 月 
亮 三 个 星体 运动 的 轨道 方 程 ,也 是 不 难 懂 的 。 这 两 个 题目 都 很 难 , 却 
都 能 着 手工 作 。 费 马 大 定理 终于 在 1995 年 被 A 怀 尔 斯 (A. 
Wiles) 彻 底 地 证 明了 。 三 体 问题 也 陆续 有 所 进展 。 

陈省身 在 上 海 的 报告 中 ,还 顺便 提 到 了 中 学 生 数 学 奥林匹克 竞 
赛 题 。 他 说 ,我 是 支持 数学 竞赛 的 ,对 数学 竞赛 的 获奖 者 也 一 再 给 以 
鼓励 ,希望 他 们 成 功 。 但 是 数学 竞赛 题目 都 不 是 好 的 题目 。 因 为 在 
两 三 个 钟头 里 由 青少年 学 生 能 做 出 来 的 技巧 性 题目 ,不 可 能 有 很 深 
的 含义 。 这 样 说 ,并 不 是 说 奥林匹克 竞赛 题目 都 出 得 不 好 ,其 含义 
是 ,数学 奥林匹克 竞赛 得 奖 只 是 一 种 能 力 的 表现 ,离开 研究 一 个 好 的 
数学 问题 还 差 得 很 远 , 更 不 可 把 奥林匹克 数学 竞赛 获奖 者 等 同 于 数 
学 家 。 
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那么 ,好 的 数学 和 当前 国际 上 的 主流 数学 有 什么 关系 ? 陈省身 
曾 解释 说 :“ 所 谓 主流 数学 ,是 指 一 个 伟大 的 数学 贡献 或 深刻 的 定理 ， 
其 涵义 很 广 , 证 明 也 很 不 简单 。 如 果 要 在 当前 选 一 个 这 样 的 贡献 ,我 
想 那 就 是 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 。 这 个 定理 可 说 是 f(x, y) = 0 问 
题 的 近代 发 展 ,即将 代数 方程 、 黎 曼 曲 面 , 亏 格 理论 等 等 从 低 维 推广 
到 高 维和 无 穷 维 "。 主 流 数学 当然 是 重要 的 ,研究 和 学 习 它 是 非常 要 
紧 的 。 但 是 陈省身 认为 ,数学 的 方向 很 多 ,又 是 个 人 的 学 问 , 不 一 定 
大 家 都 去 做 主流 数学 ,我 倒 觉得 可 以 鼓励 人 们 不 在 主流 数学 上 做 。 
最 理想 的 情形 是 ,现在 做 的 不 是 主流 ,而 过 几 年 却 成 为 主流 了 "。 陈 
省 身 也 常常 用 他 自己 的 经 验 来 说 明 这 一 点 。 第 二 次 世界 大 战 之 前 ， 
微分 几何 不 是 主流 ,甚至 被 认为 “ 它 已 经 死 了 "。 但 到 了 本 世纪 的 下 
半 叶 ,微分 几何 却 成 了 主流 。 陈 省 身 也 因 先 行 一 步 , 而 成 为 大 范围 微 
分 几何 的 黄 基 人 。 陈 省 身 还 指出 世界 上 有 一 些小 的 国家 ,他 们 着 重 
在 一 些 自己 擅长 的 领域 内 工作 ,如 本 世纪 初 的 波兰 ,着 重 集合 论 , 泛 
函 分 析 ;芬兰 则 主攻 复 变 函数 的 值 分 布 , 在 这 一 领域 拥有 世界 上 最 好 
的 专家 。 这 样 ,有 自己 的 特点 和 专长 ,同样 会 对 世界 数学 做 出 重大 
贡献 。 

做 好 的 数学 ,当然 需要 能 力 。 就 像 在 茫茫 沙漠 里 找 石油 ,这 需 
要 能 力 去 识别 ,胡乱 打 井 怎么 行 ? 数学 也 是 一 样 , 有 能 力 做 好 的 数 
学 的 人 都 是 用 功 的 ,当然 用 功 也 有 不 同 的 形式 ,例如 德国 莱比锡 的 
范 ' 德 ， 瓦 尔 登 (van der Weardon, 公 元 1903 一 1992) ,是 一 天 到 晚 
坐 在 书桌 前 做 研究 ,而 康 福 森 (S. Cohnvossen 公元 1902 一 1936 ) 却 
是 成 天 走 来 走 去 想 数学 , 像 是 在 游荡 。 但 两 人 都 是 有 成 就 的 数 


学 家 。 


3. 核心 数学 的 一 座高 峰 : 费 马 最 后 定理 


常言 说 ,问题 是 数学 的 心脏 。 重大 的 数学 问题 可 以 吸引 几 代 
数学 家 ,甚至 几 百 年 的 努力 。 最 好 的 例子 就 是 前 面 说 过 的 费 马 大 
定理 : 

~ 第 一 章 第 三 节 核心 数学 的 祥 来 33 


TT™+y =z(n>2) 


没有 正 整数 解 。( 当 ”= 2 时 ,这 就 是 色 股 定理 。 它 显然 有 整 
数 解 。) 

费 马 ,法 国 数学 家 。1637 年 前 后 ,他 在 阅读 3 世纪 希腊 数学 家 
丢 番 图 (Diophantus) 的 《算术 》 一 书 时 ,在 某 一 页 的 边 上 写 了 这 样 的 
一 段 话 ;“ 不 可 能 将 一 个 立方 数 分 拆 成 两 个 立方 数 ,一 个 四 方 数 分 拆 
成 两 个 四 方 数 。 一 般 地 说 ,任何 次 数 大 于 2 的 高 次 方 数 都 不 能 分 拆 
成 两 个 赛 次 相同 的 高 次 方 数 。 我 已 找到 这 一 定理 的 绝妙 证 明 ,可 惜 
这 里 空白 太 小 , 写 不 下 ”。 

费 马 是 一 位 大 数学 家 。 他 在 微 积分 的 发 明 、 不 定 方程 数论 研究 
上 有 许多 传 至 后 世 的 工作 。 费 马 在 数论 方面 的 猜想 和 有 关 问 题 ,都 
由 后 人 一 一 加 以 解决 , 唯 独 这 一 “空白 写 不 下 的 绝妙 证 明 " 却 一 直 没 
能 完成 ,所 以 数学 史家 称 之 为 “ 费 马 最 后 定理 ”。 

n 二 4 的 情形 , 费 马 本 人 给 出 了 证 明 。 约 100 年 之 后 , 欧 拉 在 
1753 年 解决 了 n = 3 的 情形 。n = 5, n 二 7 时 的 证 明 也 在 1825 年 和 
1837 年 先后 得 到 。19 世纪 50 年 代 , 库 默 尔 (Kummer, 1810 一 1893) 
用 分 圆 域 方法 将 结果 大 幅度 推 向 前 进 。 到 了 20 世纪 的 70 年 代 , 已 
经 证 明了 费 马 定理 对 n 二 125 000 的 整数 都 是 对 的 。 但 是 离开 完全 
解决 费 马 定理 还 差 得 很 远 。 经 过 300 年 无 数 大 数学 家 的 努力 ,这 一 
难题 未 能 最 后 解决 。 看 来 , 费 马 当时 所 给 出 的 “绝妙 证 明 ” 是 靠 不 
住 的 。 

正面 突击 费 马 最 后 定理 久 攻 不 下 ,数学 家 送 另 尽 蹊 径 ,将 z" 除 


过 去 , 令 * 一 v= 则 费 马 大 定理 可 以 改写 成 : w' 十 = 1 没 


有 有 理 数 解 。 

从 几何 观点 看 ,这 是 一 条 次 曲线 。 问 题 化 为 怎样 的 平面 曲 
线 不 含 坐 标 为 有 理 数 的 点 。 于 是 有 理 数 域 有理 数 域 的 扩张 椭圆 
曲线 .椭圆 模 曲 线 等 等 代数 数论 方面 的 问题 就 和 费 马 定理 证 明 联 
系 起 来 了 。50 年 代 , 日 本 的 志 村 五 郎 和 谷山 丰 猜 测 "每 一 条 椭 贺 
曲线 都 是 梢 圆 模 曲 线 *。 如 果 猜 想 成 立 , 费 马 定理 将 是 它 的 一 个 扒 
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论 。1993 年 6 月 13 日 ,在 美国 普林斯顿 高 等 研究 院 工作 的 英国 数 
学 家 怀 尔 斯 在 英国 剑桥 大 学 牛顿 研究 所 的 一 次 会 议 上 宣布 :“ 半 稳 
定 的 椭圆 曲线 都 是 椭圆 模 曲线 ", 再 引用 里 贝 (K. Ribet) 在 1986 年 
的 一 项 结果 , 即 可 证 明 费 马 最 后 定理 。 消 息 传 出 ,又 动 全 球 。 位 于 
美国 旧金山 伯克利 的 “国家 数学 研究 所 (MSRI) "在 大 剧院 举行 报 
告 会 ,15 美元 一 张 的 门票 ,被 炒 到 25 美元 。 

不 久 , 怀 尔 斯 发 现 证 明 有 一 个 漏洞 。 一 年 之 后 ,他 和 他 的 学 生 
R: 泰勒 (Tayler) 将 原 证 明 作 了 修正 ,国际 数学 界 认 可 了 这 一 结果 ， 
350 年 的 悬案 终于 尘埃 落 定 。 费 马 定理 是 正确 的 。 

这 是 一 场 典型 的 人 类 智力 竞赛 , 胜 者 为 王 。 怀 尔 斯 是 20 世纪 最 
后 十 年 内 的 数学 英雄 ,永远 载 入 数学 史 肌 。 数 学界 的 最 高 奖 一 一 
菲 尔 效 奖 有 一 项 规定 ,获奖 者 必须 在 40 岁 以 下 , 怀 尔 斯 刚刚 超过 ， 
因而 无 缘 获 此 殊荣 ,但 是 他 获得 了 另 一 份 数 学 最 高 奖 一 一 沃 尔 
夫 奖 。 

华罗庚 的 学 生 陆 洪 思 在 《科学 杂志 (1996 年 ) 上 撰文 介绍 费 马 
定理 的 证 明 过 程 ,并 且 谈 到 华罗庚 在 50 年 代 的 一 些 设想 。 文 中 提 
到 ,华罗庚 曾 打 算 开展 现代 代数 几何 和 局 部 紧 群 表示 论 的 研究 ,介绍 
过 当时 很 新 鲜 的 * 有 限 域 上 代数 曲线 黎 曼 猜想 的 证 明和 应 用 "。1956 
年 的 科学 发 展 纲要 中 列 入 了 "发 展 模 形 式 "的 设想 。 可 惜 的 是 ,50 年 
代 后 期 的 政治 运动 中 断 了 这 一 计划 。60 年 代 初 ,华罗庚 又 准备 带领 
研究 生 对 自 守 形式 和 表示 理论 开展 研究 ,文革 动乱 再 次 使 计划 天 折 。 
如 果 这 些 计划 能 够 得 到 实施 ,中 国 数学 家 也 许可 以 在 费 马 定理 的 研 
究 中 占有 一 席 之 地 。 但 是 ,历史 是 不 能 重 写 的 ,这 些 只 好 作为 历史 教 
训 加 以 汲取 了 。 

人 类 花 这 么 大 的 力气 证 明 费 马 定理 有 何 价值 ? 首先 ,数学 文化 
是 人 类 文化 的 组 成 部 分 ,正如 攀登 珠 穆 朗 马 峰 构 成 人 类 文化 的 一 部 
分 那样 , 它 显示 出 人 类 的 智慧 和 能 力 , 成 为 一 种 伟大 的 科学 象征 ;其 
次 ,在 研究 过 程 中 涉及 许多 深层 的 数学 成 就 ,将 是 一 系列 数学 分 支 的 
出 发 点 ;最 后 ,研究 过 程 中 的 副产品 二 元 域 理 论 , 则 是 当今 信息 
传播 中 不 可 或 缺 的 数学 基础 。 
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4. 21 世纪 的 数学 问题 


国际 数学 联盟 (International Mathematical Union 简称 IMU) 
负责 召开 每 四 年 一 度 的 数学 家 大 会 。 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 
上 , 希 尔 伯 特 所 提出 的 23 个 数学 问题 ,给 20 世纪 的 数学 打上 了 深刻 
的 烙印 。 现 在 ,21 世纪 已 经 到 来 ,我 们 为 新 的 世纪 提出 怎样 的 数学 
问题 呢 ? 受 IMU 的 委托 , 蓝 声 世界 的 俄罗斯 数学 家 阿 诺 尔 德 
(Arnoldl 1937 一 ”) 向 一 些 数学 家 发 信 , 请 他 们 描述 21 世纪 将 会 研 
究 的 重大 数学 问题 。 确 实 , 现 今 的 数学 面 广 量 大 ,分 支 既 多 又 细 , 已 
不 是 一 个 人 可 以 驾驭 的 了 。 因 此 ,IMU 希望 由 阿 诺 尔 德 牵头 ,集中 
当今 主要 数学 家 的 智慧 ,来 预测 未 来 数学 的 发 展 。 这 些 预测 将 会 陆 
续 发 表 。 

1997 年 6 月 ,在 加 拿 大 多 伦 多 的 “ 菲 尔 兹 数学 研究 所 (Fields In- 
stitut for Mathematics)" 举 行 庆祝 阿 诺 尔 德 60 寿辰 的 学 术 讨论 会 。 
S ' 斯 梅 尔 (Smale) 在 会 上 作 了 “未 来 世纪 数学 问题 ”的 报告 ,作为 对 
阿 诺 尔 德 信件 的 答复 ,这 份 讲稿 在 1988 年 广 为 流 传 。 

斯 梅 尔 ,1932 年 出 生 于 美国 密 西 根 州 , 密 西 根 大 学 数学 博士 
(1956) ,先后 在 芝加哥 大 学 .哥伦比亚 大 学 加州 大 学 任教 授 。 早 期 
从 事 微 分 拓扑 学 研究 ,1966 年 因 证 明 广 义 庞 加 莱 猜 想 而 获 菲 尔 效 
奖 。 此 后 以 建立 现代 抽象 的 动力 系统 而 闻名 。 斯 梅 尔 的 研究 领域 很 
广 , 包 括 运筹 学 ,数理 经 济 学 统计 力学 、 汕 流 等 。 后 来 又 有 计算 复杂 
性 的 著名 工作 问世 。1995 年 来 到 香港 九龙 的 城市 大 学 任 数 学 教授 。 
斯 梅 尔 的 讲稿 在 (Mathematics Intelligencer》1998 年 第 二 期 上 发 表 。 
其 中 提出 了 18 个 未 来 世纪 的 重大 数学 问题 ,这 里 摘 引 18 个 问题 的 
标题 (有 些 有 较 完 整 的 陈述 )。 

@ 罗曼 猜想 。 

黎 曼 函数 5(s) = 1Re(s) > 1 的 所 有 位 于 0 二 Re(s) 过 1 中 的 零 


点 都 集中 在 直线 Re(s) 一 二 之 上 。 
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8” 庞 加 莱 猜 想 。 

若 一 个 紧 3 维 流 形 M 上 的 每 一 个 圆周 都 能 形变 收缩 为 一 点 , 则 
M 和 3 维 球面 同 胚 (” > 4 的 情形 由 斯 梅 尔 于 1960 年 解决 ,福利 德 
曼 在 1984 年 证 明了 = 4 的 情况 。 现 在 只 剩 下 n = 3 的 情形 了 )。 

@ P= NP? 

令 Z 表示 由 0, 1 两 个 元 素 组 成 的 域 。 设 输入 了 “个 系数 在 
中 的 n 元 多 项 式 ,试问 能 否 有 一 个 多 项 式 时 间 算 法 来 判定 它们 有 没 
有 公共 零点 ? (多 项 式 算法 是 指 这 样 的 算法 : 它 的 计算 步 数 由 各 多 项 
式 系数 数目 的 一 个 多 项 式 所 界定 。) 

@ ”多项式 的 整数 零点 。 

一 个 整 系数 的 多 项 式 f(z) ,其 整数 零点 的 个 数 能 否 被 某 不 变量 
的 多 项 式 所 界定 ? 

@ 丢 番 图 曲线 高 度 的 界 。 

要 判定 一 个 整 系数 多 项 式 构成 的 丢 恤 图 方程 段 f(x, y) 一 0， 
能 否 在 Sr 之 内 判定 它 是 否 有 整数 解 ? S 是 多 项 式 的 “高 度 ”,C 是 某 
常数 。 

@ 天 体力 学 中 相对 平衡 态 数目 的 有 限 性 。 

若 n 个 天 体 的 质量 为 m1 ,rm:，*…，, m。, 问 这 些 天 体 的 相对 平衡 
态 的 数目 是 否 有 限 ? 

@ 2 维 球面 上 点 的 分 布 。 

@ ”把 动力 学 引进 经 济 学 理论 之 中 。 

把 一 般 的 经 济 学 均衡 理论 的 数学 推广 到 包含 价格 调节 的 情形 。 

@ 线性 规划 的 多 项 式 时 间 计 算 问题 。 

@ 。 流 形 上 可 微 逼近 的 奎 闭 定理 。 

@ ”一 维 动力 学 通常 是 双 曲 的 吗 ? 

一 个 复 多 项 式 了 能 否 被 某 同 次 的 多 项 式 已 所 逼近 ,P 的 每 个 临 
界 点 经 过 和 码 代 会 趋向 一 个 周期 汇 (Periodic Sink)? 

@ 微分 同 胚 的 “中 心 化 子 "。 

@ 和希 尔 伯 特 的 第 16 问题 。 

@ 洛 仑 效 吸 引子 。 
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洛 仑 北方 程 的 动力 学 系统 是 否 就 是 几何 洛 仑 兹 吸引 子 的 动力 
系统 ? 

多 @。” 纳 维 -斯 多 克 斯 (Navier-Stokes) 方 程 。 

这 一 流体 力学 基本 方程 在 3 维 域 中 有 唯一 的 整体 光滑 解 吗 ? 

@ 雅 可 比 猜想 。 

多 项 式 映射 的 每 点 都 是 非 奇 异 的 ,是 否 必定 一 一 对 应 ? 

@ 解 多 项 式 方程 组 。 

以 多 项 式 时 间 找到 一 个 零点 的 统一 算法 。 

@ 人工 智能 是 否 有 极限 ? 

指 人 工 的 和 人 类 的 智能 是 否 有 极限 ? 极限 是 什么 ? 

斯 梅 尔 在 选择 这 18 个 问题 时 的 原则 是 : 

第 一 ,陈述 简单 。 当 然 这 只 是 相对 而 言 ,对 非 专业 数学 家 来 说 ， 
这 些 陈 述 并 不 简单 ,但 在 现代 数学 的 文献 中 ,这 已 是 相当 简明 的 问 
题 了 。 

第 二 ,斯 梅 尔 本 人 比较 熟悉 ,但 已 发 现 这些 问 题 不 容易 解决 。 

第 三 ,问题 十 分 重要 。 即 使 是 部 分 结果 ,或 者 是 解决 问题 的 任何 
努力 都 会 对 数学 发 展 产 生 重大 影响 。 

斯 梅 尔 特别 提 到 前 三 个 问题 是 特别 重要 的 。 
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一 些 哲学 家 总 喜欢 谈论 三 次 数学 危机 (分 别 由 无 理 数 发 现 ,无 穷 
小 运算 和 罗素 悖 论 所 引起 )。 事 实 上 ,数学 在 一 日 千里 地 发 展 ,现在 
正 是 莲 勃 生长 的 数学 黄金 时 代 。 计 算 机 技术 的 出 现 ,使 数学 获得 前 
所 未 有 的 原动力 。 除 了 说 纯粹 数学 的 无 序 膨胀 会 导致 某 种 程度 的 调 
整 之 外 ,社会 对 应 用 数学 的 需要 与 日 俱 增 ,特别 是 为 解决 实际 问题 而 
诞生 的 种 种 数学 技术 ,已 从 过 去 的 “幕后 数学 编剧 ”, 成 为 当今 的 “ 台 
前 数学 主角 ”。 未 来 的 数学 必 将 沿 着 这 条 康 庄 大 道 继续 前 行 。 


1. 新 闻 和 故事 :数学 技术 的 巨大 作用 


对 大 多 数 人 来 说 数学 技术 还 是 一 个 陌生 的 名 词 。 让 我 们 来 看 看 
有 关 数 学 技术 的 一 些 新 闻 和 故事 。 
(1) 抗洪 斗争 
1998 年 9 月 7 日 ,上 海 《 文 汇报 》 报 导 :“20 吨 炸药 进入 倒计时 ， 
最 后 一 刻 共 和 国 决策 者 决定 斌 江 不 分 洪 。" 其 中 有 一 段 是 这 样 写 的 : 
“由 多 方 专家 组 成 的 水 利 专家 组 用 “有 限 单元 法 ' 对 荆 江 大 堤 的 体积 
渗 漏 进行 了 测算 ,确定 出 一 个 安全 系数 。 照 这 一 系数 推定 ,沙市 水 位 
即使 涨 到 45. 30 米 , 也 可 以 坚持 对 长 江 大 堤 严防 死守 \ 不 用 分 洪 。” 这 
里 提 到 的 “有 限 单元 法 " ,就 是 求解 微分 方程 边 值 问题 的 一 种 数学 方 
法 。 我 国 已 故 数学 家 冯 康 (1920 一 1996) 是 这 一 方法 的 首创 者 之 一 。 
他 在 1966 年 文化 大 革命 开始 之 际 发 表 论文 ,国内 外 知道 的 人 比较 
少 。 在 此 同时 ,西方 数学 家 做 出 了 类 似 的 成 果 。1982 年 国际 数学 家 
大 会 在 华沙 召开 , 冯 康 应 邀 作 5 分 钟 报告 ,这 标志 国际 数学 界 对 冯 康 
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首创 有 限 单元 法 的 承认 。 此 会 后 来 因 波兰 政治 局 势 缘 故 延 至 1983 
年 , 冯 康 也 因 我 国 代表 权 问 题 未 获 解决 而 未 去 出 席 。 有 限 单元 法 的 
用 途 十 分 广泛 ,在 1998 年 抗洪 斗争 中 用 于 大 堤 的 强度 计算 , 当 是 数 
学 技术 巨大 作用 的 体现 。 

(2) 数字 化 电视 

1998 年 5 月 ,上 海 的 《科学 》 杂 志 发 表 中 国 科学 院 前 院 长 周 光 召 
的 文章 “若干 基础 科学 的 发 展 趋势 "。 其 中 有 一 段 提 到 数学 ,“ 作 为 一 
门 基础 学 科 ,数学 对 当今 生产 也 有 巨大 作用 。 例 如 ,在 信息 传输 过 程 
中 如 何 压缩 信息 是 一 个 重要 问题 ,而 数学 在 这 方面 就 大 有 可 为 。 现 
代数 学 中 有 一 门 学 问 叫做 小 波 分 析 , 它 在 信息 压缩 技术 中 有 重大 作 
用 。 日 本 在 发 展 高 清晰 度 电视 的 竞争 中 落后 于 美国 ,就 是 因为 信息 
压缩 技术 不 够 先进 。 美 国 应 用 数学 研究 成 果 发 展 信息 压缩 技术 ,在 
高 清晰 度 电 视 及 网 络 传输 方面 领先 于 日 本 ,成 为 世界 上 信息 技术 最 
先进 的 国家 ”。 

众所周知 ,日 本 在 常规 电视 生产 上 占有 优势 ,可 是 在 数字 化 的 高 
清晰 度 电视 上 却 败 下 阵 来 。1993 年 ,美国 有 四 家 集团 从 事 高 清晰 度 
电视 的 方案 测试 ,GI 公司 , 麻 省 理工 学 院 最 先 取得 突破 ,以 后 四 家 的 
指标 互 有 长 短 ,但 是 同时 参加 竞争 的 日 本 “模拟 MNESE” 方 案 明显 
不 如 美国 方案 ,不 得 不 退出 竞争 。 此 后 ,四 家 集团 合作 构成 “大 联盟 ” 
方案 ,成 为 数字 化 电视 的 制式 标准 ,今后 各 国 必 将 仿效 ,这 就 抢 得 了 
未 来 的 商机 。 正 如 周 光 召 的 文章 所 说 ,诞生 于 美国 的 小 波 技术 一 一 
一 种 信息 压缩 的 数学 技术 ,在 其 中 起 了 关键 的 作用 。 

(3) 通讯 网 络 

这 是 一 个 真实 的 故事 。80 年 代 的 某 一 天 ,美国 著名 的 贝尔 电话 
公司 遇 到 了 一 件 怪 事 :要 求 在 一 片 荒 无 人 烟 的 沼泽 地 上 安装 一 部 电 
话 。 事 情 是 北 卡 罗 林 那 大 学 提出 来 的 。 这 所 大 学 有 三 个 分 校 ,位 于 
一 个 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 上 。 按 照 贝尔 电话 公司 的 收费 标准 ,如 
要 在 三 校 之 间 安 装 直接 可 以 联络 的 电话 网 ,需要 按 三 角形 的 两 个 较 
短 边 长 度 之 和 收费 。 现 在 大 学 向 贝尔 公司 提出 ,要 在 等 边 三 角形 的 
中 心 装 一 部 电话 ,然后 将 中 心 和 三 顶点 相连 ,依照 规定 ,现在 的 电话 
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费 以 中 心 到 三 顶点 连 线 长 度 之 和 收费 。 假 定 正三 角形 的 边 长 是 1， 
那么 原来 要 按 长 度 2 交 费 ,而 在 中 心 (沼泽 地 ) 上 安装 电话 之 后 ,只 需 
按 V/3 交 费 了 。 

贝尔 电话 公司 的 研究 部 主任 意识 到 , 北 卡 罗 林 那 大 学 的 能 人 在 
向 公司 挑战 。 沼 泽 地 上 按 电话 需要 花费 人 力 物 力 ,到 头 来 却 少 收 电 
话费 , 岂 不 是 赔 了 夫人 又 折 兵 ? 于 是 赶紧 向 北 卡 罗 林 那 大 学 打招呼 : 
沼泽 地 的 电话 不 装 了 ,电话 费 照 原来 的 八 五 折 收 费 , 即 和 V3 差不多 。 
同时 ,主任 连忙 提出 一 个 研究 课题 :看 看 贝尔 电话 公司 的 收费 标准 中 
是 否 还 有 别 的 空子 可 钻 ? 打 八 五 折 收 费 是 否 已 到 了 极限 ? 这 一 研究 
任务 落 在 一 个 中 国 访问 学 者 一 一 来 自 中 国 科 学 院 应 用 数学 研究 所 的 
堵 丁 柱 的 身上 。 经 过 一 段 时 间 的 努力 , 堵 丁 柱 终于 证 明 : 按 通讯 网 络 
中 的 现行 收费 标准 ,不 论 如 何 安装 新 电话 ,减少 收费 的 比例 不 会 低 于 


次 ( 近 似 于 八 五 折 )。 堵 丁 柱 的 数学 工作 直接 成 为 公司 进行 决策 的 


一 种 数学 技术 。 

通讯 网 络 中 的 数学 问题 还 有 许多 未 获 解决 。 一 个 通讯 网 络 在 数 
学 上 是 一 个 图 ,其 中 顶点 是 电话 ,电话 线 是 图 中 顶点 间 的 连 线 ,要 使 
得 任何 两 部 电话 之 间 可 以 通话 ,当然 无 须 将 任何 两 点 间 都 直接 连 上 
线 , 那 太 浪费 了 。 我 们 可 以 通过 其 他 一 些 点 中 转 ,一 个 图 的 各 点 间 需 
要 中 转 的 最 低 次 数 称 为 图 的 直径 ,通讯 网 络 的 直径 愈 小 愈 好 。 另 外 ， 
我 们 还 要 求 网 络 图 中 封闭 的 “ 圈 " 越 大 越 好 。 一 些 顶点 构成 的 集合 ， 
它们 能 直接 联 上 的 顶点 数 越 多 越 好 (图 的 放大 倍数 越 大 越 好 ) 。 要 求 
这 么 多 ,怎样 设计 才 好 ? 图 论 专家 发 现 ,图 的 联络 矩阵 的 次 根 很 有 
用 处 。 

设 图 G 有 nn 个 顶点 , a = 1 或 0 表示 顶点 之 间 直 接 相连 或 不 相 
连 ,这 样 可 以 得 到 一 个 nXn 的 方 阵 , 即 图 的 联络 矩阵 。 它 的 特征 根 
都 是 实数 ,依次 排 下 来 ,绝对 值 第 二 大 的 根 称 为 次 根 。 假 设 我 们 的 电 
话 网 络 人 允许 每 一 部 电话 至 多 能 和 A 部 电话 直接 相连 ,此 时 的 图 称 为 
上 连通 图 ,我 们 把 次 根 不 超过 2V& 一 1 的 图 称 作 拉 马 努 杨 图 。 现 在 的 


第 一 章 ”第 四 节 ”应 用 数学 和 数学 技术 41 


问题 是 ,如 果 ^ 是 定数 ,那么 是 否 有 顶点 数 可 以 无 限 增 加 的 拉 马 努 杨 
图 ? 这 对 新 装 电话 的 配置 很 重要 。 解 决 拉 马 努 杨 图 问题 需要 用 到 很 
深入 的 代数 数论 知识 ,特别 是 用 到 拉 马 努 杨 猜 想 。 拉 马 努 杨 (S. Ra- 
manujan 1887 一 1920) 是 传奇 的 印度 数学 家 ,他 没有 受过 正规 的 大 学 
教育 ,通过 自学 ,用 自己 的 数学 直觉 ,在 笔记 本 上 写 下 了 许多 公式 和 
结论 。 它 们 多 半 没 有 证 明 , 但 绝 大 多 数 都 是 正确 的 。 他 是 如 何 思考 
的 ,至 今 仍 是 这 。 他 有 一 猜想 :考虑 无 穷 乘积 


8(s) = 工 (1 一 和 tp 十 区 ) 
的 二 次 多 项 式 1 一 Ms 十 p"s 具有 虚 根 
14, 1< 2p¥。 


这 一 猜想 在 1974 年 由 比利时 数学 家 德 林 (P. Deligne, 1940 一 ) 
所 证 明 , 并 因此 而 获得 菲 尔 兹 奖 (1978)。 利 用 这 一 拉 马 努 杨 猜 想 ， 
1988 年 ,数论 学 家 构造 出 了 拉 马 努 杨 图 ,这 又 是 现代 数学 史上 的 一 
段 佳话 。 


2. 方正 集团 的 启示 


王选 ,中 国 科 学 院 院士 ,中 国 工程 院 院士 ,北京 大 学 教授 ,激光 照 
排 实现 汉字 印刷 术 革命 的 创造 者 。 如 果 说 陈景润 是 80 年 代 中 国 知 
识 分 子 的 代表 ,其 特征 是 个 人 忘我 地 进行 科学 研究 ,那么 王选 就 是 新 
时 期 的 知识 分 子 代表 ,其 特征 是 把 科学 转化 为 生产 力 ,使 科学 和 企业 
联姻 。 碰 巧 的 是 ,这 两 位 都 是 数学 家 。 

让 我 们 来 叙述 王选 教授 的 业绩 。 

他 1937 年 出 生 , 江 苏 无 锡 人 。 曾 就 读 于 上 海南 洋 模范 中 学 ， 
1958 年 毕业 于 北京 大 学 数学 系 ,从 事 计算 机 科学 的 研究 。 

1975 年 ,国家 有 一 个 “758 工程 ", 即 汉字 信息 处 理 系统 工程 ,其 
中 有 三 个 子 项 目 :汉字 通讯 ,汉字 情报 检索 ,汉字 精密 照排 。 当 时 国 
际 上 的 电子 分 色 机 技术 状况 是 :光学 机 械 式 的 二 代 照 排 机 前 途 不 大 ， 
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字模 管 式 三 代 机 和 飞 点 扫描 式 三 代 机 正在 走 下 坡 路 ,数字 存储 的 第 
四 代 技 术 将 占 主 要 地 位 。 当 时 全 国有 五 个 单位 在 从 事 这 项 研究 ,但 
是 有 两 家 选择 了 二 代 照 排 机 方案 ,另外 三 家 选择 了 飞 点 扫描 ,字模 
管 .全 息 模 拟 存储 的 技术 途径 。 王 选 损 然 选择 了 “数字 存储 "的 方案 ， 
跳 过 二 三代 ,直接 研制 第 四 代 技 术 。 这 样 做 ,困难 虽 大 , 却 符 合 了 数 
字 化 的 信息 技术 的 发 展 方向 。 

汉字 字形 信息 量 太 大 ,数字 化 的 困难 是 西方 文字 照排 无 法 相 比 
的 。 王 选 说 “由 于 我 是 数学 系 毕业 ,所 以 很 容易 想到 信息 压缩 , 即 用 
轮廓 描述 和 参数 描述 相 结合 的 方法 描述 字形 ,并 于 1976 年 设计 出 一 
套 把 汉字 轮廓 快速 复原 成 点 阵 的 算法 〇 ,但 那 时 的 计算 机 速度 很 慢 ， 
复原 点 阵 需要 的 时 间 很 长 "。 如 果 王 选 只 有 数学 和 软件 的 知识 ,他 也 
就 打 退 堂 鼓 了 。 然 而 他 有 微 程序 和 软 硬 件 的 知识 ,就 采用 专门 硬件 

合 微 程序 ,使 速度 提高 了 几 十 倍 , 初 步 克服 了 困难 。1976 年 夏 , 他 

终于 决定 跳 过 二 ,三 代 机 ,直接 研制 “激光 照排 系统 ”。 

到 了 80 年 代 , 轮 廊 描 述 西方 文字 的 做 法 在 国外 大 为 流行 ,当时 
已 由 轮廓 发 展 为 三 次 曲线 轮廓 。 由 于 王选 的 研究 起 步 早 ,很 快 吸收 
了 国外 的 一 些 经 验 ,发 明了 高 分 辩 率 字形 的 高 倍率 信息 压缩 和 复原 
技术 ,用 于 印刷 照排 系统 。 以 后 又 设计 专用 的 超大 规模 集成 电路 实 
行 复原 算法 ,显著 改变 了 性 能 价格 比 。 这 一 技术 已 经 领先 于 国际 先 
进 水 平 , 他 所 领导 研制 的 华 光 和 方正 系统 开始 在 全 国 的 报社 和 出 版 
社 使 用 。 

1980 年 2 月 21 日 ,时 任 电子 工业 部 长 的 江泽民 同志 , 写 信 给 党 
中 央 , 报 告 王 选 的 研究 成 果 , 建 议 不 再 向 国外 进口 同类 产品 。 邓 小 平 
同志 批示 表示 支持 。 同 年 ,光明 日 报 在 头 版 头条 报导 了 这 一 科技 成 
就 。1985 年 ,中 央 电 视 台 新 闻 联 播 也 报导 了 这 一 消息 。 印 刷 业 告别 
“ 铝 与 火 ” 的 历史 ,就 此 开始 。 

1985 年 ,方正 系统 列 入 全 国 十 大 科技 发 明成 果 。 

1986 年 , 获 日 内 瓦 科技 发 明 奖 。 

1987 年 , 获 国家 科技 进步 一 等 奖 。 

这 些 成 果 应 该 令 人 满足 了 ,但 王选 却 没有 笑 起 来 。 他 说 :“ 国 家 
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花 了 这 么 多 的 钱 ,只 是 得 奖 却 没有 创造 财富 , 如 何 对 得 起 国家 和 
人 民 ?” 

方正 集团 在 继续 前 进 。 一 些 关 键 设备 得 到 不 断 地 改进 ,输出 系 
统 的 一 项 重要 设备 ,王选 领导 了 前 五 代 , 年 轻 博士 阳 振 钟 领导 了 后 两 
代 。 方 正 集团 的 技术 研究 院 副 院 长 .34 岁 的 邹 维 发 明了 包括 动画 制 
作 在 内 的 一 系列 新 技术 。 

1992 年 1 月 21 日 《澳门 日 报 》 的 彩色 版 用 方正 激光 照排 系统 
排版 印刷 , 狠 动 海内 外 。 台 湾 的 印刷 业 同 行 在 报纸 上 以 “眼见 为 实 ” 
加 以 报导 ,原来 用 电子 分 色 机 三 、 四 个 小 时 的 工作 ,现在 只 要 20 分 
钟 ,乃至 9 分 钟 就 可 以 完成 。 这 样 的 技术 是 一 种 “ 挡 不 住 的 诱惑 "。 
现在 ,台湾 国民 党 的 机 关 报 《中 央 日 报 》 最 大 报 业 集团 《联合 报 》 系 
列 、 最 大 发 行 量 的 (自立 晚报 ) 都 已 采用 方正 的 激光 照排 系统 。 一 位 
台湾 人 士 曾 认真 地 说 过 ,你 们 大 陆 的 方正 技术 帮助 台湾 的 国民 党 机 
关 报 ,江泽民 先生 大 概 会 不 高 兴 罢 ? 王选 的 回答 是 :江泽民 总 书记 
一 定 会 高 兴 的 "。 果 然 ,王选 在 元 宵 夜 谈 到 这 消息 时 ,江泽民 同志 非 
常 高 兴 , 认为 这 是 两 岸 正常 的 科技 交流 。1995 年 ,方正 集团 股票 在 
香港 上 市 ,王选 成 为 名 符 其 实 的 科学 家 兼 企业 家 。 

现在 ,方正 集团 及 其 伙伴 的 产品 占有 国内 排版 系统 的 市 场 份额 
的 99% ,国外 市 场 的 70% 以 上 。 计 算 机 技术 是 西方 发 达 国家 领先 的 
领域 ,中 国 科学 家 要 在 某 一 方向 上 占据 一 个 领先 地 位 非常 不 容易 , 王 
选 的 成 功 ,具有 很 不 平常 的 意义 ,其 中 数学 技术 是 关键 的 因素 之 一 。 

中 国 的 科学 家 很 多 ,但 能 赚钱 的 科学 家 不 多 ,王选 是 杰出 的 一 
个 ,他 给 我 们 带 来 的 启示 是 十 分 深刻 的 ,让 我 们 来 听 听 王选 自己 的 
说 法 。 

“科技 顶 天 ,市 场 立 地 "。 王 选 的 这 一 “顶天立地 "说 揭示 了 新 时 
代 科 学 技术 发 展 的 一 种 方向 。 

“可 怕 的 满足 感 "。 王 选 提 到 ,在 80 年 代 初 ,科技 人 员 最 时 坚 的 
是 出 国 、 写 论文 . 评 职称 ,以 为 这 样 就 是 对 国家 做 贡献 ,于 是 就 满足 
了 。 那 时 ,埋头 搞 新 技术 ,做 没有 把 握 的 技术 攻关 ,有 了 成 果 也 不 能 
发 表 , 没 有 文章 不 能 升 教授 ,所 以 那 是 很 不 受 人 欢迎 的 工作 。 据说 当 
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时 的 肾 荣 殖 元 帅 对 如 此 评 教 授 也 忧心 钟 钟 。 医 生 不 看 病 , 急 着 发 论 
文 , 这 种 情形 ,到 改变 的 时 候 了 。 

“没有 先进 水 平 的 填补 国内 空白 是 没有 意义 的 "。 我 们 常常 见 到 
报导 说 , 某 项 科技 成 果 达 到 80 年 代 的 国际 水 平 ,填补 了 国内 的 空白 。 
这 样 的 成 果 只 能 在 展览 会 上 陈列 。 当 外 国 新 产品 进来 时 ,成 果 " 已 
经 是 过 时 产品 ,除了 报废 别 无 用 处 。 这 样 的 科研 “从 立项 之 初 便 注 定 
要 失败 ”", “技术 不 超前 ,等 于 浪费 国家 资源 ”"。 这 是 何等 宝贵 的 忠 
告 啊 ! 

“知识 分 子 长 期 价 廉 就 不 会 物美 了 ”。 一 位 领导 人 曾 说 中 国 知识 
分 子 是 “ 价 廉 物美 "。 王 选 说 ,作为 中 国 知识 分 子 之 一 ,能 够 为 国家 作 
无 私 贡献 ,值得 自豪 。 但 是 ,凡事 都 有 一 个 限度 ,如 果 长 期 “ 价 廉 ”, 就 
不 会 “物美 "了 。 

“方正 集团 要 在 未 来 造就 5~10 名 院士 , 几 十 个 百 万 富翁 "。 王 
选 说 ,知识 经 济 时 代 , 知 识 更 新 非常 之 快 。 比 尔 盖 茨 也 许 要 在 55 
岁 退 休 ,我 已 经 61 岁 了 ,不 可 能 再 在 技术 上 领导 方正 集团 ,必须 交 给 
年 轻 人 ,他们 做 得 比 我 好 ,这 些 人 中 间 , 应 当 出 现 中 国 科学 院 和 中 国 
工程 院 的 院士 。 他 们 所 创造 的 价值 ,也 应 该 得 到 应 有 的 回报 ,成 为 百 
万 富翁 "。 

中 国 未 来 的 数学 技术 ,将 会 百花 齐 放 。 王 选 的 榜样 ,将 会 永远 激 
励 后 来 者 。 


3. 中 国 的 973 计划 


数学 是 中 华 民族 擅长 的 学 科 。 因 此 ,中 国 数学 应 该 而 且 完全 能 
够 率先 赶 上 国际 先进 水 平 。 发 展 数学 需要 数学 家 的 努力 ,而 政府 部 
门 的 支持 则 是 成 功 的 关键 因素 。 其 中 ,1983 年 成 立 的 国家 自然 科学 
基金 会 对 中 国 数学 的 发 展 起 着 十 分 重要 的 作用 。1989 年 , 专 为 发 展 
数学 科学 而 设立 的 “天 元 数学 基金 ", 更 是 国家 对 数学 发 展 的 特别 投 
入 ,以 鼓励 数学 科学 实现 “率先 赶 上 世界 先进 水 平 " 的 目标 。 

1997 年 3 月 ,国家 自然 科学 基金 会 提出 了 我 国 未 来 数学 发 展 的 
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重点 课题 ,为 中 国 数学 界 指出 了 努力 的 方向 。 这 就 是 著名 的 “973 计 
划 ”。 以 下 是 其 中 的 主要 部 分 。 

(1) 核心 数学 

它 是 数学 的 核心 ,应 用 数学 的 基础 。 重 要 方向 有 : 


解析 数论 .代数 数论 与 代数 几何 
群 与 代数 及 其 表示 理论 

流 形 和 复 形 几何 学 

整体 微分 几何 

经 典 分 析 的 前 沿 问题 

随机 分 析 和 无 穷 维 分 析 


(2) 非 线性 问题 的 数学 理论 和 方法 
各 门 自然 科学 中 的 非 线性 现象 和 纯粹 数学 各 分 支 交叉 形成 的 许 
多 生长 点 。 重 要 科学 问题 和 研究 方向 有 : 


非 线 性 偏 微分 方程 

变 分 理论 和 几何 分 析 

* 动力 系统 

经 典 和 量子 系统 的 数学 问题 
随机 系统 的 数学 问题 


(3) 金融 和 高 科技 中 的 数学 建 模 、 计 算 和 运筹 决策 
这 是 国民 经 济 可 持续 发 展 、 高 科技 的 重大 突破 和 科学 管理 所 面 
临 的 重大 挑战 性 课题 : 


数学 物理 的 高 性 能 计算 

高 维 流体 力学 的 计算 方法 

数学 机 械 化 与 现代 组 合 方法 

高 维 ,定性 和 不 完全 数据 的 统计 方法 
经 济 和 高 科技 中 的 统计 建 模 、 推 断 与 计算 
大 规模 、 高 复杂 性 问题 的 最 优化 方法 

高 科技 中 的 计算 运筹 的 理论 和 算法 
金融 财政 重点 数学 问题 


(4) 复杂 系统 的 建 模 ,分 析 控 制 与 优化 
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复杂 系统 的 建 模 


随机 系统 的 控制 和 适应 控制 


非 线 性 现象 的 分 析 控制 与 应 用 

无 穷 系统 的 控制 

复杂 系统 的 优化 与 控制 

复杂 系统 分 析 与 可 靠 性 

大 规模 多 层次 系统 的 优化 理论 和 方法 


从 以 上 的 清单 可 以 看 出 ,中国 数学 的 发 展 已 经 进入 新 阶段 ,许多 
。 从 前 没有 听 说 过 的 课题 进入 了 我 们 的 视野 。 

数学 正在 改变 ,数学 观 也 真 的 是 变 了 ,让 我 们 共同 努力 ,把 我 国 
建设 成 21 世纪 数学 大 国 ! 
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第 五 节 “推测 数学 ”可否 存在 


20 世纪 的 数学 正在 一 日 干 里 地 向 前 发 展 ,所 谓 “ 第 三 次 数学 危 
机 ”, 不 过 是 哲学 家 们 故 做 的 惊人 之 语 。 但 是 ,数学 界 内 部 也 并 非 风 
平 浪 静 。1993 年 7 月 ,美国 数学 会 的 (公报 》 上 发 了 一 篇 文章 , 题 为 
“理论 数学 一 一 数学 和 理论 物理 的 文化 综合 "'”。 作 者 是 美国 哈佛 大 
学 的 页 弗 (Jaffe) 和 弗吉尼亚 理工 学 院 的 奎 因 (Quinn)。 一 篇 文章 本 
不 算 什 么 大 事 , 令 人 惊奇 的 是 一 大 批 世界 顶尖 的 数学 大 师 就 此 发 表 
看 法 。 他 们 的 观点 不 尽 相同 ;可 都 从 各 个 侧面 反映 了 对 传统 数学 观 
的 挑战 。 争 论 的 主题 是 :没有 严格 证 明 的 推测 性 的 数学 结果 是 否 允 
许 发 表 ? 众所周知 ,数学 界 历来 以 数学 的 绝对 严格 而 自豪 ,断言 数学 
的 严格 性 是 数学 的 生命 ,不 容许 有 任何 含糊 不 清和 讨价还价 。 现 在 
居然 讨论 起 无 需 证 明 的 “推测 数学 ”, 岂 不 是 对 传统 的 背叛 ? 这 场 论 
战 涉及 数学 科学 的 深层 次 问题 ,其 意义 似 不 可 小 看 。 在 今天 跨 世纪 
的 国际 科学 竞争 中 ,这 一 问题 或 许 会 具有 重要 的 战略 意义 。 


1 分 工 


贾 弗 和 奎 因 在 上 述 论文 里 ,首先 将 数学 和 物理 学 进行 类 比 。 在 
物理 学 中 有 理论 物理 和 实验 物理 的 分 工 。 大 约 从 1900 年 开始 ,相当 
多 的 物理 学 家 只 做 理论 研究 ,对 物理 现象 作 各 种 理论 推测 。 另 一 部 
分 实验 物理 学 家 则 通过 实验 证 实 或 推翻 各 种 推测 。 在 数学 界 , 一 位 
数学 家 要 取得 一 项 创造 性 的 成 果 , 也 必须 先进 行 猜想 和 推测 ,然后 再 
.通过 严格 证 明 以 验证 其 推测 是 否 正 确 。 这 表明 数学 界 还 没有 出 现 像 
物理 学 界 那样 的 分 工 ,数学 家 必须 承担 “推测 "和 “验证 ”双重 任务 。 
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于 是 页 弗 和 硅 因 建议 :应 该 允许 “推测 数学 "的 存在 ,在 杂志 上 发 表 未 
加 证 明 的 “推测 "性 的 数学 论文 ,及 早 完成 “理论 数学 "和 “证 明 数学 ” 
的 分 工 。 


2. 背 景 


贾 弗 和 硅 因 的 论文 的 出 现 , 有 其 特定 背景 。1990 年 ,国际 数学 
家 大 会 在 日 本 京都 举行 ,会 上 有 4 人 获 4 年 一 届 的 世界 数学 最 高 
奖 一 一 非 尔 兹 奖 , 其 中 的 一 位 是 物理 学 家 威 滕 (E. Witten) ,这 是 没 
有 先例 的 。 威 滕 的 主要 贡献 是 利用 物理 学 的 观点 和 方法 ,提出 了 一 
系列 数学 新 见解 ,得 到 许多 数学 新 结果 。 他 给 出 的 一 种 数学 不 变量 ， 
恰好 和 另 一 位 菲 尔 兹 奖 获 得 者 琼斯 (Jones) 的 工作 一 一 扭 结 的 琼斯 
多 项 式 相 联系 ,在 数学 界 引 起 户 动 。 理 论 物 理学 家 从 物理 学 需要 提 
出 的 数学 猜测 ,内 涵 十 分 丰富 。 因 此 ,尽管 这 些 物理 学 家 并 未 经 过 严 
格 数学 训练 ,所 作 推 测 却 很 有 道理 。 接 着 ,许多 数学 家 极 有 兴趣 地 对 
这 些 推测 进行 严格 的 数学 证 明 , 便 形成 了 一 个 个 数学 热点 。 可 见 , 威 
腾 等 物理 学 家 已 经 做 出 了 第 一 流 的 “推测 数学 ”工作 ,而 一 批 数 学 家 
则 从 事 艰巨 的 “证 明 数 学 "工作 ,对 推测 加 以 验证 ,分 工 实际 已 存在 。 

数学 和 物理 学 联系 历来 很 密切 ,有 一 门 学 科 就 称 为 数学 物理 ,但 
二 者 间 的 关系 却 不 大 融洽 。 许 多 物理 学 家 认为 数学 家 是 无 用 的 苛刻 
的 理论 家 。 诺 贝尔 物理 学 奖 获得 者 费 曼 (R. Feynman) 常 常 取笑 数 
学 家 不 愿 采用 那些 “管用 ”但 不 严格 的 数学 方法 1。 连 十 分 重视 数学 
家 的 杨振宁 也 说 过 :“ 有 些 数学 书 , 搞 物理 的 只 看 了 第 一 页 就 不 想 
E 


3. 传 统 


数学 界 崇尚 逻辑 演绎 绝对 严密 的 格局 是 在 19 世纪 末 、20 世纪 
初 逐 步 形成 的 。 牛 顿 发 明 的 微 积分 , 欧 拉 的 大 量 数学 发 现 ,以 及 中 国 
古代 数学 成 果 , 以 现今 的 观点 看 ,都 是 不 严格 的 , 却 无 损 于 它们 的 历 
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史 光 辉 。 

数学 界 也 有 许多 成 功 的 猜想 ,如 费 马 猜 想 、 黎 曼 猜 想 、 哥 德 巴赫 
猜想 ,以 及 希 尔 伯 特 提出 的 23 个 数学 问题 ,都 是 成 功 的 事例 。 这 些 
猜想 只 提出 一 个 目标 ,如 能 解决 ,功劳 归于 证 明 者 。 有 些 猜 想 附 有 一 
些 基 本 想法 , 有 一 个 纲领 和 计划 ,如 韦 尔 (Weil) 猜想 、 朗 兰 (Lang- 
lands) 纲 领 , 森 (Mori) 计 划 等 。 当 前 数学 界 还 有 “ 若 A 真 , 则 X、Y、 
Z 也 真 "的 研究 ,大 兵团 作战 (如 有 限 单 群 ) 的 计划 ,一 项 基金 下 的 分 
工 合作 等 。 这 些 也 在 某 种 程度 上 规划 了 未 来 研究 的 目标 ,也 是 一 种 
猜想 。 此 类 工作 是 受到 赞扬 的 。 

然而 , 另 一 些 未 加 证 明 的 猜想 性 研究 工作 则 举 步 艰难 。20 世纪 
初 的 意大利 代数 几何 学 派 , 以 大 量 猜 想 为 依据 所 做 的 工作 ,未 被 数学 
界 承 认 ;1895 年 , 庞 加 莱 的 《位 置 分 析 》 是 代数 拓扑 学 的 开端 ,但 这 篇 
“引人入胜 又 令 人 恼火 的 作品 "完全 是 直觉 的 ,所 以 在 二 十 年 内 一 直 
被 冷落 ;汤姆 (R. Thom) 在 1958 年 以 前 做 的 是 严格 的 数学 工作 , 因 
而 得 了 非 尔 兹 奖 ,但 此 后 完成 的 奇 点 理论 和 拓扑 稳定 映射 的 工作 , 则 
不 甚 严格 ,建筑 在 其 上 的 “突变 理论 "及 其 各 种 应 用 ,更 有 争议 。 

总 之 ,尽管 我 们 对 牛顿 发 明 微 积分 的 不 严格 工作 推崇 备至 , 却 不 
能 容忍 今天 的 任何 “不 严格 的 证 明 ”" ,即使 看 起 来 它 很 具 创 造 性 。 


4. 先 同 


阿 蒂 亚 (M. Atiyah) 是 当代 最 负 盛 名 的 数学 家 之 一 ,也 是 牛顿 之 
后 任 三 一 学 院 院 长 的 唯一 数学 家 。 他 对 页 弗 和 奎 因 文章 的 观点 表示 
赞同 ,认为 “把 基于 不 严格 证 明 的 数学 和 基于 启发 式 的 数学 加 以 区 别 
是 特别 重要 的 "。 数 学 要 具有 活力 ,出 现 激动 人 心 的 新 局 面 ,就 不 得 
不 允许 新 思想 和 新 方法 的 探索 ,今天 我 们 对 证 明 有 高 标准 要 求 , 但 在 
早期 发 展 过 程 中 ,我 们 必须 准备 做 更 多 的 冒险 。 直 觉 的 启发 式 的 物 
理论 证 建立 的 大 量 工作 , 乃 是 欧 拉 和 拉 马 努 杨 的 现代 事例 。 

事实 上 ,量子 场 论 和 几何 的 整个 领域 按 这 样 风格 产生 了 很 有 价 
值 的 新 结果 。 许 多 重要 情形 用 其 他 方法 已 有 了 严格 证 明 , 这 从 另 一 
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面 说 明 直觉 式 的 证 明 往 往 率先 发 现 新 结果 。 原 本 不 严格 的 费 曼 积 
分 ,现在 已 用 组 合 学 和 代数 学 技巧 给 出 了 严格 的 含义 。 威 滕 基 于 多 
拉克 算 子 和 超 对 称 形式 化 给 正 能 量 猜想 以 非常 简单 的 证 明 。 丘 成 机 
的 证 明 是 可 尊敬 的 ,但 威 腾 的 成 功 也 不 可 否认 。 

数学 中 猜想 的 价值 有 时 要 超过 证 明 。 以 霍 奇 (Hodge)( 阿 蒂 亚 
的 导师 ) 的 调和 形式 大 纲 为 例 , 霍 奇 自 己 的 证 明 本 质 上 是 错 的 ,因为 
他 用 的 分 析 工具 不 合适 。 后 来 的 证 明 采 用 了 更 好 的 分 析 方法 ,但 这 
无 损 于 志 奇 的 光荣 。 物 理学 家 在 第 一 线 作 研究 探索 时 很 少 考虑 数学 
的 严格 性 ,而 数学 家 能 给 出 严格 证 明 的 结果 很 少 属于 物理 学 热点 。 
现今 几何 与 物理 学 前 沿 的 发 展 ,是 20 世纪 数学 最 令 人 耳目 一 新 的 事 
件 , 它 将 会 制约 21 世纪 的 数学 。 

年 轻 一 代 将 会 追随 这 一 趋势 ,但 正如 页 弗 和 奎 因 所 警告 ,对 于 那 
些 想 稳 稳当 当 获取 博士 学 位 的 年 轻 人 ,这 会 是 过 于 冒险 的 。 


多 : 友 对 


麦克 莱 因 (S. Maclane) 是 数学 权威 人 士 。 他 在 评论 贾 弗 和 奎 因 
的 文章 时 说 :“ 他 们 作 了 一 些 有 趣 的 考察 ,然而 ,在 我 看 来 ,他 们 的 主 
要 建议 是 危险 的 ,也 是 错误 的 。 

麦克 莱 因 首先 回忆 1982 年 秋 在 沙特 阿拉 伯 的 一 家 旅馆 开会 时 ， 
和 阿 蒂 亚 的 讨论 ,题目 是 :数学 研究 是 如 何 作 出 的 。 麦 克 莱 因 认为 ， 
代数 学 研究 意味 着 首先 要 获得 和 理解 必须 的 定义 ,看 看 能 算出 什么 ， 
能 推出 什么 ,最 后 得 到 具有 新 结构 的 定理 。 对 阿 蒂 亚 来 说 ,研究 几何 
学 意味 着 对 一 些 模糊 的 、 不 肯定 的 情景 苦 苦 思考 ,看 看 能 发 现 什么 ， 
最 后 才 达 到 定义 ,定理 和 证 明 。 这 两 类 数学 家 具有 不 同 的 思考 路 线 ， 
但 他 们 的 共同 标准 是 最 后 得 到 经 严格 证 明 的 定理 。 

数学 的 理解 链 是 “直觉 一 -尝试 一 -出 错 一 -推测 一 一 猜 
想 一 一 证 明 ”。 物 理学 已 经 提供 了 许多 很 好 的 建议 和 新 颖 的 直觉 ,但 
数学 无 需 去 模仿 “实验 物理 "的 风格 。 麦 克 莱 因 说 :“ 数 学 依靠 证 明 ， 
证 明 是 不 朽 的 。” 
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6. 自 白 


汤姆 是 突变 理论 的 创立 者 。 他 表述 了 自己 关于 数学 严格 性 的 态 
度 :“1958 年 以 前 ,我 生活 在 以 布尔 巴 基 学 派 人 士 为 主 的 圈子 里 , 即 
使 我 有 一 些 不 严格 之 处 ,其 他 人 , 嘉 当 (Cartan)、 塞 尔 (J. P. Serre)、 
惠 特 尼 (Whitney) 会 帮助 我 保持 一 种 人 们 可 以 接受 的 严格 标准 。 但 
自 1958 年 获得 菲 尔 效 奖 之 后 ,我 就 按照 我 自己 的 自然 趋势 走 下 
去 ……' 几 年 以 后 ,我 成 为 格 罗 森 迪克 (A. Grothendick) 的 同事 , 竟 使 
我 觉得 严格 性 并 非 数学 思维 的 必要 品质 。" 此 后 ,汤姆 的 许多 重要 工 
作 在 初次 发 表 时 都 是 不 严格 的 。 当 然 ,后 来 许多 人 关于 奇 点 理论 的 
阐述 则 是 严格 的 。 

“因此 , 贾 弗 和 奎 因 的 文章 涉及 了 非常 重要 的 问题 ", 汤 姆 认为 这 
是 第 一 次 有 机 会 深入 讨论 数学 严格 性 问题 。 严 格 是 相对 的 ,不 是 绝 
对 的 。 它 依赖 于 读者 已 有 的 和 被 期 望 的 应 有 的 背景 ,这 是 一 种 局 部 
的 、 社 会 学 的 准则 。 

“严格 性 是 一 个 拉丁 名 词 。 我 们 会 想起 僵 死 {rigormorits), 即 僵 
化 的 尸体 。 我 要 把 数学 分 为 以 下 的 三 类 : 

第 一 ,以 婴儿 摇篮 为 标记 。 这 是 “ 活 的 数学 ,允许 改变 、 澄 清 , 完 
成 证 明 、 反 对 \` 反 驱 。 

第 二 ,以 十 字 架 为 标记 。 这 是 坟 幕 上 的 十 字 架 。 作 者 声明 它 已 
完全 严格 ,具有 不 朽 的 正确 性 。 这 类 工作 将 构成 “坟墓 数学 '。 

第 三 ,以 教堂 为 标记 。 这 是 外 部 的 权威 ,由 高 级 教士 组 成 ,判断 
哪些 工作 确 已 成 为 "坟墓 数学 "。 

汤姆 在 这 里 用 半 开 玩笑 的 态度 ,诉说 着 一 个 严肃 的 话题 。 


7. 嘲 弄 
分 形 数学 的 创始 人 曼 特 勃 洛 托 (B. B. Mandelbrot) 发 出 了 对 当 


代 流 行 的 数学 准则 的 猛烈 抒 击 。 他 愤世嫉俗 的 看 法 令 人 吃惊 。 曼 特 
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勃 洛 托 把 今天 的 数学 家 嘲讽 地 称 为 查尔斯 数学 家 (Charles Mathe- 
maticians) ,因为 美国 数学 会 (AMS) 位 于 查尔斯 大 街 上 。 他 不 同意 
贾 弗 和 奎 因 文 章 的 观点 ,是 因为 嫌 他 们 走 得 不 够 远 , 指责 贾 弗 和 奎 因 
想 在 查尔斯 数学 家 内 部 建立 “警察 国家 ”, 并 使 这 种 次 序 越过 数学 边 
界 以 至 成 为 “世界 警察 "。 贾 弗 和 硅 因 的 文章 说 “文学 系 的 学 生 通常 
具有 反 数 学 的 观念 …… 常 常 否 认 他 们 的 工作 是 不 完备 的 "。 为 了 改 
变 这 种 情况 ,页 弗 和 奎 因 不 是 用 平等 地 进行 协商 的 办 法 ,而 是 开 “处 
方 "( 用 页 弗 和 奎 因 自己 的 说 法 ) 。 曼 特 勃 洛 托 说 :为 什么 科学 家 们 
要 理会 “查尔斯 数学 家 "的 荣誉 ,给 查尔斯 数学 家 "恶劣 的 记录 以 荣 
誉 呢 ”? 

安德森 (P. Anderson) 把 数学 严格 性 看 成 “不 相干 的 和 不 可 能 ， 
也 无 关 紧 要 和 令 人 烦恼 "。 以 数理 统计 为 例 ,内 曼 (J. Neyman) 曾 训 
练 他 的 追随 者 要 做 到 极端 严格 (他 们 的 工作 只 是 为 了 使 查尔斯 数学 
家 感 兴 趣 )。 但 现今 内 最 的 影响 已 消退 ,情况 变 了 ,数理 统计 被 解放 
出 来 ,找到 了 自己 的 科学 位 置 。 如 果 现 在 把 贾 弗 和 奎 因 的 处 方 用 于 
数理 统计 , 它 将 再 次 走 进 死 胡同 。 

曼 特 勃 洛 托 说 ;“ 我 读数 学 史 的 体会 是 ,人 类 在 不 断 产生 具有 最 
高 数学 天 才 但 不 屈服 于 类 似 贾 弗 和 硅 因 处 方 压力 的 人 物 。 如 果真 的 
施加 压力 ,他 们 会 离开 数学 。 这 对 每 个 人 都 是 莫大 的 损失 。" 他 的 第 
一 个 例子 是 概率 论 大 家 利 维 (P. levy 1886 一 1971)。 法 国 式 的 查 尔 
斯 数学 家 谴责 他 不 能 充分 证 明定 理 (包括 有 时 会 出 现 初等 计算 错 
误 )。 利 维 虽 无 法 逃 出 查尔斯 数学 家 的 手掌 ,但 不 届 服 ,直到 70 多 岁 
时 仍 有 极 好 的 惊人 的 直觉 工作 问世 ,那些 “不 完备 的 "事实 不 断 为 大 
家 提供 极 有 价值 的 工作 。 但 在 他 71 岁 时 (当时 最 特 勃 洛 托 是 和 他 共 
事 的 初级 教授 ), 仍 被 禁止 教 概率 论 。 对 他 的 折磨 是 令 人 难以 想 
像 的 。 

第 二 个 例子 是 庞 加 莱 (H. Poincare)。 在 最 近 公布 的 厄 米 (Her- 
mite, 庞 加 菜 的 导师 ) 给 米 塔 格 - 莱 弗 勒 (Mittag-Leffler) 的 信 中 ,有 多 
处 抱怨 庞 加 莱 把 要 他 修正 并 发 表 充 分 证 明 的 劝告 当做 耳 边 风 。 鉴于 
庞 加 莱 不 可 救 药 , 厄 米 和 皮卡 (Picard, 庞 加 莱 的 继任 导师 ) 竟 然 不 让 
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庞 加 莱 教 数学 ,只 让 他 教 数学 物理 和 天 文学 。 庞 加 莱 编 写 的 讲义 包 
括 基 础 光学 、 热 动力 学 、 电 磁 学 (二 ,三 年 级 的 理论 物理 课程 )。 庞 加 
莱 在 1895 年 写 的 《位 置 分 析 ) 一 书 确实 在 很 长 时 间 内 成 了 “ 死 区 "。 
曼 特 勃 洛 托 说 ,请 问 : 受 害 的 是 谁 ? 难道 要 庞 加 莱 届 服 于 厄 米 和 他 的 
后 继 者 ,等 他 知道 如 何 走出 那个 “ 死 区 "再 来 出 版 这 本 名 著 吗 ? 

曼 特 勃 洛 托 主 张 改善 数学 和 临近 学 科 的 关系 ,认为 最 好 的 边界 
是 开放 的 边界 , 即 允 许 名 义 上 的 物理 学 家 以 其 数学 成 就 受到 称赞 ,而 
名 义 上 的 数学 家 以 他 们 的 物理 成 就 获得 褒扬 。 


8. 理解 和 证 明 


菲 尔 兹 奖 获 得 者 一 斯 顿 (W. Thurston) 写 了 一 篇 长 文 来 回应 贾 
弗 和 奎 因 的 文章 ,题目 是 :数学 中 的 证 明定 理 。 文 中 介绍 了 数学 家 如 
何 推动 数学 的 发 展 ,如 何 增进 人 类 的 数学 理解 ,论述 非常 深入 和 吸引 
人 。 如 他 列举 人 们 对 导数 的 几 种 理解 :从 无 穷 小 变化 率 到 纤维 丛 的 
联络 ,揭示 人 类 语言 符号 .逻辑 ,视觉 等 在 做 证 明和 交流 证 明 中 的 作 
用 。 这 些 论述 具有 特殊 的 哲学 意义 ,但 并 非 直接 回答 页 弗 和 奎 因 的 
论文 。 

在 谈 到 什么 是 证 明 时 , 瑟 斯 顿 说 :“ 当 人 们 做 数学 时 ,主要 依据 意 
识 流 和 社会 的 正确 性 标准 ,很 少 考虑 形式 化 的 书面 文件 。 人 们 常常 
不 善于 检验 形式 证 明 的 正确 性 , 却 会 发 现 证 明 中 潜在 的 弱点 和 缺 
陷 。” 瑟 斯 顿 赞 成 现今 通过 的 严格 性 标准 ,认为 这 是 保证 数学 完全 可 
信 的 基础 ,但 也 认为 人 们 不 能 依靠 形式 化 来 做 数学 。 

瑟 斯 顿 自己 的 经 历 和 “推测 数学 "有 些 关联 。 他 的 两 项 重要 工 
作 , 一 是 建立 叶 状 结构 理论 ,二 是 用 几何 观点 研究 三 维 流 形 。 在 70 
年 代 末 和 80 年 代 初 ,他 的 工作 不 能 被 人 理解 ,一 些 数学 家 认为 那 是 
不 可 靠 的 。 对 此 , 瑟 斯 顿 解释 说 :“ 我 的 数学 教育 有 自己 的 独立 性 和 
习惯 。 有 很 多 年 我 是 自学 的 ,按照 我 个 人 的 思维 模式 去 思考 数学 。 
这 对 我 思考 数学 带 来 许多 好 处 ,但 是 ,我 能 自由 地 和 自然 地 运用 某 些 
概念 ,对 大 多 数 数学 家 却 是 陌生 的 。 这 造成 了 我 的 数学 思想 和 别人 
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交流 的 困难 。 事 实证 明 , 瑟 斯 顿 的 数学 工作 是 正确 的 。 许 多 数学 家 
陆续 用 通常 使 用 的 概念 和 方法 证 明了 他 的 许多 论述 和 猜想 。 


9. 启 示 


参加 这 场 讨 论 的 还 有 博 雷 尔 (A. Borel) ` 袭 廷 (G.J. Chaitin) 、 弗 
里 丹 (D. Friedan) , 格 里 姆 (J. Glimm)、 格 雷 (J. J. Gray)、 赫 希 (M. 
W. Hirsh) . 吕 埃 勒 (D. Rueile) 、 施 瓦 茨 (Schwarz) . 乌 伦 贝克 (Uhlen- 
beck) , 威 滕 、 塞 曼 (C. Zeeman)。 以 上 诸多 名 家 ,意见 虽 不 尽 相同 ,但 
多 半 赞 同 贾 弗 和 奎 因 所 提出 的 问题 ,认为 值得 讨论 。20 世纪 刚刚 过 
去 ,这 场 讨论 是 否 会 给 未 来 世纪 的 数学 发 展 规律 带 来 革命 性 转折 , 值 
得 重视 和 研究 。 

中 国 现代 数学 是 20 世纪 才 发 展 起 来 的 ,经 过 几 代 人 努力 ,已 获 
得 世界 性 成 就 。 在 中 国 科学 事业 中 ,数学 正 计 划 率 先 赶 上 国际 先进 
水 平 , 表 明 我 国 数学 研究 队伍 已 具有 追赶 世界 数学 强国 的 实力 。 但 
许多 数学 界 知名 人 士 也 认识 到 ,中 国 数学 在 整体 上 仍 和 国际 先进 水 
平 有 相当 大 差距 。 如 果 说 我 们 在 数学 技巧 、 证 明 难度 上 还 比较 强 的 
话 ,那么 ,在 数学 创意 ,新 理论 建立 ,新 学 科 黄 基 方 面 , 则 有 很 大 距离 。 
如 此 考虑 ,也 许 “ 推 测 数学 "的 提出 , 正 击 中 我 们 弱点 。 我 们 常见 我 国 
数学 家 解决 外 国人 的 猜想 , 却 几乎 没有 听 到 中 国人 有 过 什么 重要 猜 
想 。 这 固然 是 中 国 数 学 还 没有 那么 大 名 气 , 即 使 有 了 猜想 别人 也 不 
重视 ,但 另 一 方面 ,我 们 确实 站 得 不 够 高 , 直 沉 的 洞察 力 不 够 强 ,因而 
提 不 出 有 价值 的 猜想 。 

当然 ,推测 数学 "的 讨论 并 不 意味 着 数学 可 以 随意 猜测 ,有 价值 
的 推测 一 定 要 建立 在 严格 训练 的 基础 上 。 此 外 ,对 有 创意 的 数学 工 
作 , 则 应 允许 在 个 别 地 方 出 点 错 ,有 些 不 严密 ,不 要 吹 毛 求 普 , 弄 得 人 
们 谭 小 慎 微 。 应 当 鼓励 推测 ,经 过 讨论 ,也 许 就 成 了 有 意义 的 创造 。 
在 这 方面 ,我 们 的 环境 不 能 说 很 宽松 。 

令 人 担忧 的 是 中 国 的 数学 教育 ,中 学 生 负 担 之 重 ,数学 想象 几乎 
被 题 海 淹没 ,无暇 看 课外 数学 书 ,无 从 汲取 新 鲜 数 学 思想 。 教 学 方法 
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也 是 以 记忆 题 型 为 目标 ,以 形式 上 的 严谨 为 准绳 ,把 生机 勃勃 的 数学 
思想 阔 割 得 支离破碎 面目 死板 。 许 多 数学 教育 界 人 士 则 片面 追求 
升学 率 。 万丈 高 楼 平地 起 ", 只 有 从 中 小 学 起 就 培养 学 生 数 学 创新 
意识 ,中 国 才能 真正 成 为 数学 大 国 。 
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第 六 节 ”数学 的 统一 性 


数学 本 来 是 统一 的 。 古 希腊 出 现 了 算术 、 代 数 、 几 何 的 区 分 ,但 
所 有 数学 家 三 者 都 研究 。 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 其 中 含有 算术 和 
代数 的 内 容 。 牛 顿 和 莱 布 尼 兹 发 明 微 积分 ,出 现 了 分 析 学 。 自 此 , 代 
数 、 几 何 , 分 析 三 足 鼎 立 。 一 些 大 数学 家 ,如 欧 拉 、 柯 西高 斯 , 黎 曼 、 
希 尔 伯 特 等 都 是 全 才 的 数学 家 。 到 20 世纪 ,能 够 通晓 全 部 或 大 部 数 
学 的 名 家 渐渐 减少 ,50 年 代 逝 世 的 可， 外 尔 , 汉 ， 诺 依 曼 也 许 是 最 
后 的 两 位 。 

20 世纪 下 半 叶 ,数学 科学 迅猛 发 展 ,数学 分 支 如 雨后春笋 ,科目 
越 分 越 细 。 现 在 美国 《数学 评论 ) 中 ,数学 分 支 的 分 类 目录 共 65 大 
类 ,500 小 类 1 。 著 名 的 数学 家 也 许可 以 涉及 其 中 的 几 个 大 类 ,而 多 
数 数学 家 也 许 只 是 一 个 大 类 中 的 若干 小 类 的 专家 。 隔 行 如 隔山 ,一 
篇 普通 的 数学 论文 ,愿意 去 读 又 能 够 读 懂 的 人 ,恐怕 只 有 几 个 人 或 者 
几 十 人 。 那 么 ,数学 的 统一 性 ,在 21 世纪 还 能 保持 吗 ? 这 是 一 个 严 
峻 的 问题 。 以 下 是 几 位 数学 家 的 观点 ,可 以 说 代表 了 当今 数学 界 的 
主流 看 法 。 

阿 蒂 亚 (Michael Atiyah，1929 一 “) ,20 世纪 下 半 叶 影响 最 大 
的 数学 家 之 一 。1990 年 ,他 以 数学 家 的 身份 ,当选 为 英国 皇家 学 会 
会 长 ,剑桥 三 一 学 院 院 长 ,以 及 牛顿 数学 研究 所 所 长 。 这 种 集 三 职 于 
一 身 的 情况 ,是 牛顿 以 来 的 数学 家 所 未 曾 有 过 的 荣誉 。1974 一 1976 
年 , 阿 蒂 亚 担任 伦敦 数学 会 主席 ,他 的 就 职 演说 题目 是 :数学 的 统一 
性 。 他 在 演讲 中 举 了 三 个 例子 :代数 方面 的 高 斯 整数 环 Z[ 一 5], 几 
何方 面 的 麦 比 乌 斯 (Mobius) 带 ,分 析 方面 的 由 核 函 数 a(x，y) 确 定 
的 线性 微分 一 积分 方程 。 这 三 个 似乎 彼此 无 关 的 内 容 却 具有 深刻 的 
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内 在 联系 。 麦 比 乌 斯 带 的 存在 和 多 项 式 环 RLz, 1 一 z] 的 因子 分 解 
不 唯一 性 相 联 系 。 如 果 核 函数 满足 a(z,，?) 二 一 a(y, z+), 则 上 述 的 
微分 一 积分 方程 相当 于 斜 伴随 算 子 A。 然 后 可 以 看 到 A 的 奇偶 性 
恰 和 麦 比 乌 斯 带 的 拓扑 性 质 相 一 致 。 阿 蒂 亚 总 结 这 些 联 系 之 后 
说 道 : 

“在 我 看 来 ,这 种 相互 联系 决 不 是 一 种 偶然 的 巧合 ,实际 上 反映 
了 数学 的 本 质 。……… 在 数学 范围 内 ,其 内 在 的 雷同 性 也 应 该 凸显 出 
来 ,就 没有 什么 值得 奇怪 的 了 。 我 感觉 有 必要 强调 这 一 点 ,是 因为 在 
公理 化 时 代 , 人 们 倾向 于 把 数学 分 为 专门 的 分 支 ,每 一 分 支 只 局 限于 
从 给 定 的 一 套 公理 推演 出 一 些 结论 。 我 并 不 完全 反对 公理 化 方法 ， 
但 只 能 将 它 当做 一 种 方便 的 措施 ,以 便 集 中 处 理 我 们 的 对 象 。 我 们 
不 能 把 它 的 地 位 抬 得 太 高 。” 

“数学 的 统一 性 和 简单 性 都 是 十 分 重要 的 ……。 如 果 我 们 所 积 
累 起 来 的 知识 要 代 代 相传 的 话 ,我 们 就 必须 不 断 地 努力 把 它们 简化 
和 统一 。”!?] . 

芒 福 德 (David Mumford, 1937 一 ”) 是 1994 一 1998 年 度 的 国际 
数学 家 联合 会 主席 ,1974 年 的 菲 尔 兹 奖 获得 者 ,美国 布朗 大 学 教授 。 
他 是 一 位 纯粹 数学 家 ,专长 代数 几何 。1997 年 , 芒 福 德 在 庆贺 他 60 
岁 生日 的 学 术 会 议 上 发 表 了 一 次 演讲 ,内 容 涉 及 未 来 数学 的 发 展 '” 。 
这 里 是 根据 他 的 讲演 摘录 整理 的 一 些 观点 。 

首先 ,我 们 能 否 在 所 有 数学 学 科 之 间 保 持 相互 交流 的 传统 ,并 
能 否 抵御 数学 越 来 越 专门 化 的 趋势 ?数学 的 进展 ,使 得 数学 家 很 难 
在 一 个 以 上 的 领域 内 处 于 顶尖 地 位 ,更 不 要 说 要 掌握 整个 数学 了 。 
但 是 ,我 们 还 是 应 该 有 所 作为 的 。 最 近 , 大 学 一 年 级 的 化 学 课 从 一 开 
始 就 引进 量子 力学 的 思想 , 令 人 震动 。 

数学 界 有 国际 数学 家 联合 会 ,每 4 年 举行 一 次 国际 数学 家 大 会 
(ICM) ,在 大 会 上 有 10 多 个 大 会 报告 ,100 多 个 分 组 报告 ,而 且 分 成 
19 个 小 组 进行 学 术 交 流 。 这 是 一 个 非常 值得 珍视 的 传统 。 这 表明 
数学 还 是 一 个 统一 的 整体 。 但 是 ,与 数学 近邻 的 物理 学 .计算 机 科学 
则 不 是 这 样 。 物 理学 界 有 一 个 国际 联合 会 ,但 是 没有 全 球 性 的 物理 
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学 家 的 大 会 。 物 理学 界 已 经 分 裂 ,实验 家 和 理论 家 之 间 ,基本 粒子 和 
凝聚 态 统计 力学 的 研究 者 之 间 , 数 学 物理 学 家 和 “真正 "物理 学 家 之 
间 , 没 有 汇聚 起 来 报告 各 自 进 展 的 需求 。 计 算 机 专家 则 连 一 个 国际 
性 的 组 织 都 没有 。 确 实 , 要 把 各 种 不 同 领域 工作 的 学 者 汇集 在 一 起 ， 
不 是 一 件 容易 的 事 。 专 门 知 识 有 一 种 分 裂 的 自然 倾向 。 一 旦 分 裂 ， 
就 出 现 自己 的 分 机 构 。 然 后 独立 发 展 ,彼此 互 不 通气 ,思想 传播 的 速 
度 放 慢 ,重复 工作 增加 ,这 对 科学 的 整体 发 展 当然 是 不 利 的 。 那 么 数 
学 家 为 什么 会 来 参加 4 年 一 届 的 国际 大 会 呢 ? 答案 是 :在 具有 共同 
的 工具 和 洞察 力 的 意义 上 说 ,数学 仍 是 单一 的 学 科 。ICM 是 交流 深 
刻 洞 察 力 和 理解 数学 思想 的 极 好 机 会 。 

数学 家 在 传播 数学 思想 的 时 候 , 有 一 个 特殊 的 习惯 :以 “充分 一 
般 的 "方式 陈述 结果 ,必须 建立 起 一 套 有 关 定 义 和 抽 象 概念 的 完整 天 
地 。 于 是 ,原始 的 例子 不 见 了 ,数学 家 像 学 徒 一 样 从 头 学 起 ,把 每 个 
细节 都 搞 清楚 。 这 种 要 求 大 约 是 在 30 年 代 的 布尔 巴 基 学 派 开 始 并 
加 以 固定 的 。 这 意味 着 ,数学 家 只 要 在 一 个 抽象 概念 的 集合 上 工作 ， 
经 过 一 段 学 徒 生涯 就 会 成 功 。 可 是 ,我 们 真 要 一 辈子 “ 住 "在 布尔 巴 
基 的 屋子 里 吗 ? 英国 的 著名 数学 家 M ' 阿 蒂 亚 钞 士 说 ,一 个 新 思想 
最 有 意义 的 部 分 ,常常 不 在 那些 最 一 般 的 深刻 定理 之 中 ,而 往往 寅 于 
最 简单 的 例子 ,最 原始 的 定义 ,以 及 最 初 的 一 些 结果 。 最 重要 的 信息 
却 常常 包含 在 容易 的 部 分 ,甚至 在 几 个 简单 且 深刻 的 观察 之 上 。 这 
些 思 想 可 以 而 且 应 当 在 国际 数学 家 大 会 上 进行 交流 。 

其 次 ,“ 我 们 要 定理 还 是 模型 "? 

做 数学 的 目的 是 什么 ? 一 般 都 认为 是 “提出 和 证 明定 理 "。 定 
理 ,也 只 有 定理 , 才 是 这 个 领域 的 流通 货币 。 它 可 以 为 你 买 到 学 位 ， 
得 到 发 表演 讲 的 邀请 的 机 会 以 及 一 份 好 的 工作 。 那 些 了 不 起 的 大 段 
的 证 明 往往 有 一 种 神秘 感 。 在 每 个 漂亮 而 深刻 的 证 明 后 面 是 一 部 
“上 帝 的 书 "。 纯 粹 数学 家 的 特征 之 一 是 孤军 奋斗 ,努力 把 一 团 乱 麻 
似 的 思想 和 论断 梳理 清楚 并 组 织 得 有 意义 。 这 足以 引起 所 有 人 的 同 
情 和 怜 帜 。 

和 定理 证 明 不 同 的 是 做 数学 模型 。 在 应 用 数学 里 ,模型 在 表达 
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问题 的 本 质 上 有 非凡 的 作用 , 即 能 把 实验 的 无 序 状 态 转化 为 明确 有 
序 的 数学 问题 。 此 外 ,纯粹 数学 也 需要 模型 。50 年 代 的 代数 拓扑 就 
是 这 样 的 : 先 定义 空间 的 同 伦 型 范畴 , 然后 构造 一 类 拓扑 空间 的 模 
型 ,一 个 领域 就 爆炸 性 地 发 展 起 来 了 。 

因此 ,创建 好 的 模型 和 证 明 深刻 的 定理 一 样 有 意义 。 承 认 这 一 
点 ,数学 将 会 得 益 。“ 模 型 "和 “定理 "都 应 该 在 学 位 、 讲 座 、 工 作 、 晋 逢 
等 方面 获得 同样 对 待 。 

与 定理 和 模型 的 情形 一 样 ,纯粹 数学 和 应 用 数学 之 间 也 有 很 多 
争论 。 其 实 ,一 个 好 的 数学 课题 往往 是 在 纯粹 数学 和 应 用 数学 之 间 
跳 来 跳 去 ,不 能 严格 分 开 。 我 们 需要 使 数学 科学 的 所 有 领域 都 获得 
应 有 的 地 位 。 例 如 ,有 的 论文 只 讲 某 模型 的 理论 分 析 , 却 不 指出 其 实 
际 来 源 ,特别 是 在 指出 来 源 会 明白 问题 应 如 何 简化 及 可 能 出 现 的 变 
化 时 , 硬 要 “纯粹 "地 表述 , 那 是 一 种 虚伪 。 

最 后 ,应 当 指 出 ,数学 是 很 难 作出 规划 而 加 以 发 展 的 ,应 当 允 许 
个 人 的 探索 。 我 们 应 当时 常 反复 思考 ,如 何 把 自己 的 成 果 向 别 的 领 
域 的 专家 们 介绍 清楚 ,每 个 发 言 者 都 要 考虑 听众 的 需要 。 我 们 也 必 
须 愿意 从 别 的 领域 中 寻求 启发 ,无 论 它 是 纯粹 的 或 者 是 应 用 的 。 

L. 罗 瓦 效 (L. Lovasz) 原 籍 匈 牙 利 , 现 为 美国 耶鲁 大 学 教授 , 著 
名 的 组 合 论 专家 ,国际 计算 机 科学 界 的 领袖 人 物 。 他 认为 “数学 是 一 
个 整体 ,数学 的 分 化 决 非 自 然 结 果 "。 以 下 是 罗 瓦 兹 的 一 些 见解 6 中 

数学 已 被 许多 分 界线 割裂 得 支离破碎 。 听 和 赁 这 种 现象 芝 延 , 必 
将 导致 可 翡 的 结果 。 我 们 必须 竭尽 全 力 填补 这 些 鸿沟 。 

填补 鸿沟 以 改变 这 种 状况 的 外 部 条 件 有 三 :第 一 是 数学 研究 规 
模 迅速 增 大 ,正如 人口 密 集 , 需 要 增加 交通 设施 那样 ,数学 的 统一 指 
挥 .互相 交流 在 日 益 扩 大 ,电子 信件 、 网 络 会 把 大 家 联结 在 一 起 ;第 二 
是 新 的 应 用 领域 在 扩大 ,生物 金融、 计算 机 科学 、 密 码 通讯 等 领域 需 
要 数学 ,数学 家 必须 合作 交流 ,才能 解决 这 些 新 问题 ;第 三 是 新 的 工 
具 一 计算机, 乃 是 对 付 信息 爆炸 的 有 效 工 具 。 人 们 阅读 书面 论文 
时 ,并 不 逐 行 阅读 ,网 上 浏览 交流 会 更 直接 。 因 此 ,我 们 对 数学 的 统 
一 性 应 该 抱 有 信心 。 
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罗 瓦 效 特 别提 到 表现 数学 研究 成 果 的 方式 。 目 前 的 通用 形式 
是 :定义 概念 ,给 出 定理 ,予以 证 明 。 但 是 , 随 着 信息 交流 的 扩大 , 数 
学 活动 的 需求 也 在 改变 。 新 形式 包括 :撰写 综述 论文 ,提出 问题 和 猜 
想 , 收 集 实例 ,报告 实验 结果 等 等 。 

对 于 新 的 附 有 严格 证 明 的 论文 ,可 读 性 很 差 , 往 往 没 有 人 能 全 部 
读 懂 ,所 以 现在 普遍 欢迎 综述 性 的 论文 。 出 版 界 也 喜欢 大 部 的 综述 
论文 ,而 不 愿 出 论文 集 。 对 于 综述 论文 ,我 们 往往 有 偏见 ,看 不 起 , 认 
为 那 不 是 创造 ,和 作者 的 成 就 不 挂钩 。 其 实 ,综述 论文 是 保持 数学 统 
一 ,维护 数学 团结 的 重要 手段 。 我 们 应 当 向 人 文科 学 界 学 习 , 他 们 有 
评判 优秀 综述 论文 的 标准 。 

问题 和 猜想 也 应 该 拿 出 来 交流 。 要 把 提出 好 的 问题 和 猜想 看 成 
为 一 种 科研 成 果 , 甚 至 是 高 超 的 艺术 。 这 是 创造 的 开始 (参见 本 书 
“' 推 测 数学 "是否 允许 存在 "一 节 )。 

罗 瓦 兹 就 有 限 与 无 限 ,确定 与 随机 ,连续 与 离散 等 的 统一 性 作 了 
阐述 。 

综 上 所 述 ,数学 的 统一 性 将 是 数学 界 继续 关注 的 焦点 。 让 我 们 
把 “一 个 数学 整体 " 带 入 新 世纪 。 
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第 一 节 谈 无 限 :集合 和 基数 


1. 集合 与 悖 论 


在 一 般 的 教科 书 中 ,通常 用 描述 性 的 “定义 "来 说 明 集 合 这 个 

概念 : 
集合 是 具有 一 定性 质 的 事物 的 全 体 。 

但 这 不 是 一 个 精确 的 定义 。 因 为 什么 叫 “ 事 物 ”, 什 么 叫 “ 一 定性 
质 ” ,什么 叫 “ 全 体 ”, 含 义 都 没有 严格 界定 。 当 然 ,在 大 多 数 情况 下 ， 
这 并 不 妨碍 我 们 正确 地 应 用 “集合 "这 个 概念 及 集合 的 性 质 来 解决 一 
些 问题 。 在 应 用 集合 概念 和 理论 的 时 候 , 我 们 要 求 集合 有 所 谓 的 一 
义 性 ”: 

即 对 于 任何 一 个 事物 y 和 任何 一 个 集合 B,“y 是 集合 B 中 的 一 
个 事物 ”与 “y 不 是 集合 B 中 的 一 个 事物 ” ,必定 有 一 个 断言 而 且 只 有 
一 个 断言 是 正确 的 。 

如 果 我 们 用 zx € A 表示 “xz 是 集合 A 中 的 一 个 事物 ”, 用 z 4 A 
表示 “xz 不 是 集合 A 中 的 一 个 事物 ” ,集合 的 “一 义 性 "要求 用 数学 符 
号 表示 ,就 是 

y € B, y 4 B 中 有 和 且 仅 有 一 个 表达 式 成 立 。 

因而 ,在 一 般 情况 下 ,集合 的 界定 是 很 清楚 的 。 然 而 在 某 些 情况 
下 , 按 上 述 描述 性 定义 规定 的 集合 概念 会 产生 麻烦 。 如 : 

(1) 理发 师 悖 论 

理发 师 说 :他 给 一 切 “ 不 给 自己 刊 脸 的 人 " 刊 脸 。 

初 看 起 来 ,理发 师 的 服务 对 象 组 成 了 一 个 集合 B。 但 是 在 讨论 
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理发 师 自己 是 否 属于 B 时 却 出 现 了 矛盾 。 理 发 师 若 不 给 自己 刮 脸 ， 
他 就 应 该 属于 B, 即 自己 也 成 了 自己 的 服务 对 象 ,他 就 应 该 给 自己 乔 
脸 。 这 样 ,他 就 属于 “给 自己 刊 脸 的 人 ”, 从 而 他 就 不 属于 B。 但 是 若 
他 不 属于 B, 即 他 “给 自己 刊 脸 ”, 他 自己 就 不 是 服务 对 象 , 他 就 不 应 
该 给 自己 刊 脸 ,因而 也 产生 了 矛盾。 这样, 若 记 理发 师 为 y, 则 y€ B 
和 y 4 B 都 不 对 。 ， 

这 样 的 悖 论 还 有 许多 。 

(2) 语义 悖 论 

由 于 英语 中 的 音节 只 有 有 限 多 个 ,因而 英语 中 包含 的 音节 数 少 
于 40 个 的 英语 表达 式 也 只 可 能 是 有 限 多 个 。 特 别 地 ,用 这 样 的 表达 
式 能 表示 的 正 整数 也 只 可 能 是 有 限 多 个 。 我 们 用 B 表示 “能 用 这 样 
的 表达 式 表 示 的 正 整数 全 体 所 组 成 的 集合 "。 设 工 是 用 少 于 40 个 音 
节 不 能 表达 的 最 小 正 整 数 , 即 z & B。 但 是 z 可 以 用 下 面 的 英语 表达 
式 表示 : 


The least positive integer which is not denoted by an expression 


in the English language containing fewer than forty syllables. 

上 述 表达 式 只 含有 37 个 音节 ,因而 z€ B, 与 x 4 B 矛 盾 。 

鉴于 以 上 类 型 例子 的 矛盾 ,数学 家 重新 研究 了 集合 论 的 基础 , 尝 
试用 各 种 方法 来 避免 悖 论 。 他 们 提出 了 集合 论 的 公理 系统 ,其 作用 
是 对 作为 数学 研究 对 象 的 集合 加 上 一 定 的 限制 ,使 之 得 以 消除 产生 
悖 论 的 可 能 。 在 这 些 限制 下 ,上 述 种 种 "集合 "都 被 排除 在 数学 研究 
的 对 象 之 外 。 当 然 这 些 限制 也 是 非常 宽松 的 ,足够 保留 数学 理论 所 
有 有 价值 的 东西 ,足够 满足 数学 发 展 的 需求 。 在 这 样 的 公理 化 理论 
中 ,集合 这 个 概念 仍然 不 加 定义 ,但 是 它 的 性 质 就 由 所 谓 的 “集合 公 
理 " 反 映 出 来 。 而 对 集合 论 基础 的 研究 ,导致 了 数学 的 一 个 重要 分 
支 一 一 数理 逻辑 的 迅速 发 展 。 


2. 集合 的 基数 


对 一 个 集合 ,我 们 通常 会 关心 其 包含 的 事物 , 即 包含 的 元 素 的 多 
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少 。 如 果 集 合 内 的 元 素 是 有 限 多 个 ,此 时 称 集合 为 有 限 集 。 对 有 限 
集 ,我 们 自然 用 其 所 含 元 素 的 个 数 来 作 比较 。 此 时 ,我 们 也 把 集合 内 
元 素 的 个 数 称 为 集合 的 基数 。 如 果 一 个 集合 内 的 元 素 有 无 穷 多 个 ， 
我 们 如 何 来 定义 集合 的 基数 呢 ? 我 们 又 如 何 来 比较 两 个 无 穷 集 合 所 
含 元 素 的 多 少 呢 ? 

为 此 ,我们 先 分 析 一 下 在 有 限 集 的 情况 下 ,两 个 集合 内 的 元 素 的 
多 少 是 如 何 比较 的 。 

古代 的 主妇 就 知道 ,如 何 判断 客人 的 数目 是 否 和 椅子 的 数目 相 
同 ; 如 果 每 个 客人 坐 一 把 椅子 ,而 每 把 椅子 上 都 坐 了 一 个 客人 ,不 同 
客人 坐 的 椅子 也 不 同 ( 即 没有 两 个 客人 合用 一 把 椅子 ), 则 客人 数目 
就 和 椅子 的 数目 一 样 多 。 对 于 两 个 集合 A 和 B ,我 们 也 可 以 用 下 面 
类 似 的 方法 来 说 明 它 们 所 含 元 素 一 样 多 。 

设法 规定 一 个 将 集合 A 中 元 素 和 集合 B 中 元 素 的 对 应 方法 (这 
种 方法 随 集合 的 不 同 而 不 同 , 例 如 上 面 的 例子 中 把 客人 和 他 坐 的 椅 
子 作 对 应 ) ,在 这 种 对 应 方法 下 ,满足 : 

1) 对 A 的 每 一 个 元 素 ,B 中 有 一 个 元 素 和 它 对 应 ; 

2) 反 过 来 ,对 于 集合 B 中 的 任意 一 个 元 素 ,总 可 以 找到 A 中 的 
一 个 元 素 和 它 对 应 ; 

3) A 的 元 素 不 同 ,B 中 对 应 元 素 也 不 同 。 

这 时 我 们 就 可 以 认为 ,集合 A 中 的 元 素 和 集合 B 中 的 元 素 一 样 
多 , 称 A 和 B 有 相同 的 基数 。 

对 于 有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 , 先 来 看 如 下 两 个 例子 。 

(1) 普通 旅店 和 客人 

设想 一 个 普通 旅店 ,各 房间 依次 编 了 号 码 : 


提 1， 打 2， 提 3,…， 提 


现在 住 进 了 一 批 客人 。 每 人 住 一 个 房间 ,没有 两 个 人 住 同 一 间 
房间 。 如 果 还 有 房间 没有 客人 住 ,我 们 可 以 断言 ,房间 数 比 客人 数 
多 ;如 果 这 样 分 配 完 客人 后 ,发现 没 有 空房 间 多 余 , 即 每 个 房间 都 有 
人 住 , 则 房间 数 和 客人 数 相等 ;如 果 这 样 分 配 房间 后 还 有 客人 未 住 进 
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去 , 则 客人 数 多 于 房间 数 。 
对 于 有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 ,会 有 一 些 不 同 寻常 的 性 质 。 
(2) 希 尔 伯 特 旅店 
设想 一 个 有 无 穷 多 个 房间 的 旅店 。 各 房间 依次 编 了 号 码 : 


提 1, 划 2， 提 3 … 


现在 来 了 一 个 代表 团 ,有 无 穷 多 个 成 员 。 为 管理 方便 , 团 长 为 每 
个 成 员 编 了 号 : 


1, 2, 3 


代表 团 到 达 旅 店 后 , 团 长 让 每 个 人 住 进 号 码 相 同 的 房间 : 编 了 1 
号 那个 人 住 进 # 1 房间 , 编 了 2 号 那个 人 住 进 # 2 房间 ,… 我 们 发 现 
房间 和 代表 团 成 员 一 样 多 :因为 每 个 人 有 一 个 房间 住 , 而 每 个 房间 都 
住 了 一 个 人 ,没有 房间 空 着 。 这 样 ,代表 团 成 员 的 数目 和 旅店 房间 的 
数目 相同 ,我 们 可 以 称 代表 团 成 员 的 基数 和 旅店 房间 的 基数 相同 。 

设想 等 代表 团 安顿 好 后 ,又 来 了 一 个 人 。 他 是 否 也 能 住 下 来 呢 ? 
答案 是 肯定 的 :我 们 让 他 住 进 #1 房间 ,让 原先 的 1 号 移 到 2 房间 ， 
2 号 移 到 #3 房间 ,其 余 的 人 都 依次 移 到 下 一 个 房间 。 于 是 客人 总 数 
和 房间 仍然 一 样 多 。 

现在 我 们 把 这 个 性 质 描述 为 自然 数 集合 1，2，3，… 的 性 质 。 
给 房间 编号 事实 上 是 确定 了 把 旅店 的 房间 和 自然 数 对 应 的 一 种 方 
法 。 因 为 每 个 房间 都 有 一 个 号 码 ,而 每 个 自然 数 是 某 一 个 房间 的 号 
码 ,不 同 的 房间 号 码 也 不 同 ,因而 旅店 房间 的 集合 和 自然 数 集合 有 相 
同 的 基数 。 我 们 用 N 记 自 然 数 集合 1, 2, 3, … 则 上 面 的 情况 提示 
我 们 , 往 自然 数 集合 内 加 一 个 元 素 后 ,所 得 到 集合 的 基数 仍然 是 
N, 即 

N+1=N 


同样 ,如 果 此 后 又 来 了 100 个 客人 ,我 们 请 原先 住 # 1 房间 
的 客人 移 到 # 101 房间 去 , 住 #2 房间 的 客人 移 到 #102 房间 
去 ,… 所 有 其 他 的 人 都 往 后 移 100 个 房间 。 将 让 出 来 的 100 个 
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房间 安排 新 来 的 100 个 客人 住 。 这 时 房间 数 仍 然 和 客人 数 一 样 
多 ,用 前 面 的 记号 ,有 


N+100=N 


实际 上 ,用 相同 的 方法 我 们 可 以 证 明 , 对 于 任何 一 个 自然 数 p， 
都 有 


N+p=N 


更 有 甚 者 ,如 果 后 来 又 来 了 一 个 有 无 穷 多 个 成 员 的 代表 团 ,成 员 
们 由 他 们 的 团 长 编 了 号 码 ; 


WE | 


我 们 仍然 可 以 安排 这 个 代表 团 住 下 来 。 安 排 的 方法 是 这 样 : 
让 原先 住 # 1 房间 的 人 移 到 #2 房间 ,让 原先 住 # 2 房间 的 人 移 
到 #4 房间 ,… 让 原先 住 # 100 房间 的 人 移 到 #200 房间 ,… 于 是 
将 腾 出 来 的 单数 号 房间 依次 安排 新 来 的 代表 团 成 员 住 。 这 样 我 
们 得 到 
N+N=N 


我 们 再 来 看 由 满足 不 等 式 0 二 z 过 1 的 一 切 有 理 数 z 所 组 成 的 
集合 , 即 区 间 (0, 1) 内 的 有 理 数 全 体 。 初 看 起 来 ,(0, 1) 内 的 有 理 数 
相当 多 ,因为 任何 两 个 有 理 数 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 , 即 有 理 数 在 
(0, 1) 内 是 稠密 的 。 但 是 我 们 可 以 证 明 , 在 区 间 (0, 1) 中 的 有 理 数 
和 自然 数 一 样 多 。 证 明 的 方法 是 这 样 的 : 

因为 (0, 1) 内 的 每 一 个 有 理 数 可 以 唯一 表示 为 


( 户 > 9, pq 互 素 ) 


此 处 p 和 g 都 是 自然 数 。 我 们 可 以 按照 先 排 分 母后 排 分 子 的 方法 把 
(0, 1) 内 的 所 有 有 理 数 排 成 一 列 ,去 掉 那 些 分 子 、 分 母 不 互 素 的 那些 
分 数 : 


第 二 章 第 一 节 谈 无 限 : 集 合 和 基数 69 


cm 


ol el wo 
alv IN wlv 


alw lw 


4 
5 


按照 这 样 的 方法 ,(0, 1) 中 的 每 一 个 有 理 数 都 可 以 在 这 个 序列 
中 找到 自己 唯一 的 位 置 , 即 每 个 数 都 有 自己 的 位 置 号 码 。 另 外 ,这 个 


序列 又 显然 是 无 限 长 的 ( 因为 形 如 下 (t > 1) 这 样 的 有 理 数 必 在 序 


列 中 ) 。 事 实 上 我 们 把 它们 组 成 了 一 个 编 了 号 码 的 代表 团 。 由 前 面 


的 分 析 ,(0, 1) 内 的 有 理 数 集合 有 基数 N。 

那么 有 没有 一 个 集合 的 基数 比 N 更 大 呢 ? 或 者 说 ,有 没有 一 个 
含有 比 自然 数 更 多 元 素 的 集合 呢 ? 

答案 是 肯定 的 。 我 们 可 以 证 明 (0, 1) 内 一 切实 数 所 组 成 的 集合 
的 基数 比 N 大 。 现 在 来 证 明 这 个 事实 。 

(0, 1) 内 的 实数 都 可 以 表示 为 一 个 无 限 的 小 数 : 


0 .gilgz… 


这 里 的 qi, qs，… 是 0 一 9 中 的 一 个 数字 不 全 为 9, 且 不 以 0 为 循环 
节 。 反 之 ,任何 一 个 用 这 种 形式 表示 的 小 数 也 一 定 在 区 间 (0, 1) 内 。 
假如 (0，1) 中 的 实数 的 基数 和 自然 数 的 基数 相同 ,都 为 N, 则 我 们 一 
定 有 一 个 方法 可 以 将 它们 和 自然 数 对 应 起 来 , 即 可 以 给 它们 依次 纺 
号 。 我 们 把 第 一 个 数 记 为 wm ,第 二 个 数 记 为 a:，…, 等 等 ,把 它们 依 
次 写 出 ,就 是 : 

dl, a2, a3,"** 
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现在 我 们 来 作 一 个 小 于 1 的 实数 +: 小数点 后 的 第 一 位 与 上 面 
的 第 一 个 数 w 的 第 一 位 小 数 数字 不 同 。 例 如 ,假设 第 一 个 数 是 
0.123 456… 则 ~ 的 小 数 点 后 的 第 一 位 小 数 取 2 或 3 等 等 。r 的 第 二 
位 数字 和 第 二 个 数 a, 的 第 二 位 小 数 的 数字 不 同 。 依 次 可 以 得 到 r 
的 任何 一 位 小 数位 上 的 数字 ,这 样 也 得 到 了 r。 从 的 构造 方法 可 
知 ,r 是 (0, 1) 内 的 一 个 实数 。 但 是 7 却 没有 被 编号 :因为 任何 一 个 
已 编号 的 实数 和 7 至 少 在 一 个 小 数位 上 的 数字 不 同 。 

如 果 我 们 把 (0，1) 的 基数 记 作 R, 则 R 要 大 于 N。R 称 为 连续 
统 的 基数 。 


3. 模糊 集合 


集合 的 一 个 基本 性 质 是 “一 义 性 ", 即 对 于 任何 一 个 事物 y 和 任 
何 一 个 集合 B,“y 是 集合 B 中 的 一 个 事物 "与 “y 不 是 集合 B 中 的 一 
个 事物 ” ,必定 有 一 个 断言 而 且 只 有 一 个 断言 是 正确 的 。 但 是 在 实际 
生活 中 ,许多 现象 中 不 会 这 么 绝对 化 。 

例如 ,一 个 人 是 否 属于 “年 轻 人 "集合 是 很 难 准确 界定 的 。90 岁 
的 人 肯定 不 年 轻 ,20 岁 的 人 肯定 年 轻 。 但 30 岁 的 入 是 否 年 轻 ? 35 
岁 .40 岁 的 人 是 否 年 轻 ?这 时 我 们 很 难 用 “要 么 属于 年 轻 人 范围 ,要 
么 不 属于 年 轻 人 范围 "这样 绝对 的 断言 下 结论 。 

又 如 ,在 历史 研究 中 ,奴隶 制 社 会 和 封建 制 社会 之 间 有 一 段 历史 
的 过 渡 时 期 。 急 商 是 奴隶 制 社会 ,秦汉 以 后 是 封建 制 社会 ,这 是 肯定 
的 。 而 对 处 于 春秋 战国 时 代 的 诸侯 国 , 我 们 却 无 法 在 “属于 奴隶 制 社 
会 "或 “属于 封建 制 社会 "之 间作 一 个 断然 的 抉择 。 

为 适应 于 这 种 情况 ,数学 家 引进 了 模糊 集 的 概念 。 一 个 元 素 z 
是 否 属于 一 个 集合 M 用 隶属 度 ( 或 称 隶 属 度 指标 )wn(z) 来 描述 。 
隶属 度 要 符合 下 面 的 规定 : 

当 工 属于 M 时 :pn(z) = 1， 

当 工 不 属于 M 时: pn(z) 一 0， 

其 余 情 况 下 0 < pu(z) << 1。 
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例如 ,规定 一 个 年 龄 为 x 岁 的 人 属于 年 轻 人 集合 Y 的 隶属 度 为 


a : ,, 0<r<25 
所 [+( 瑟 拓 ) ] zx> 25 
上 述 公 式 中 第 一 式 的 含义 是 ,年龄 在 25 岁 以 下 的 人 恒 可 看 作 是 年 轻 
人 。 根 据 上 述 公式 计算 ,30 岁 、35 岁 、40 岁 、50 岁 的 人 属于 年 轻 人 集 
合 Y 的 隶属 度 分 别 为 ; 


Apr(30) = 


Ar(35) 


SI- cn| 一 co 一 


Ar(40) 
mr(50) = 过 


一 般 认 为 ,隶属 度 小 于 0. 05 时 可 认为 不 再 属于 所 述 集合 ,隶属 
度 在 0. 5 左右 表明 元 素 在 属于 与 不 属于 所 述 集 合 之 间 , 隶 属 度 小 于 
0.5 时 偏 于 不 属于 所 述 集合 ,隶属 度 大 于 0. 5 时 偏 于 属于 所 述 集合 ， 
隶属 度 大 于 0. 95 时 基本 上 可 认为 属于 所 述 集合 。 上 述 计 算 结果 与 
我 们 的 感觉 相符 合 。 

有 了 隶属 度 ,我 们 还 可 以 作 模糊 判断 。 

例如 ,在 血液 中 的 白细胞 ,正常 形状 是 等 边 三 角形 ( 记 为 E)。 病 
变 后 的 白细胞 ,通常 呈 等 腰 三 角形 ( 记 为 1) 、 直 角 三 角形 ( 记 为 R)、 
等 腰 直 角 三 角形 ( 记 为 IR) 和 一 般 三 角形 ( 记 为 T) 等 形状 。 现 在 有 
一 个 白细胞 ,我 们 如 何 判断 它 的 形状 最 接近 哪 一 种 三 角形 ? 

设 这 个 白细胞 的 形状 为 三 角形 M, 按 大 小 次 序 依次 记 它 的 三 个 
内 角 的 角度 分 别 为 A、B、C, A 之 B 之 C。 我 们 分 别 规定 M 属于 各 
类 三 角形 的 隶属 度 : 

M 属于 等 边 三 角形 的 隶属 度 we 为 : 


-1-_1(A- 
pe(M) 一 1 一 15(4 一 C) 
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我 们 可 以 检验 ,对 任何 M, 总 有 
1> pe(M) >0 


当 M 为 等 边 三 角形 时 , ye(M) = 1。 
我 们 规定 M 属于 等 腰 三 角形 的 隶属 度 j1 为 : 


m(M) = 1 min(A B, B—C) 


这 里 min(a, 5) 表 示 a 和 2 中 小 的 那个 数 ,例如 min(1, 2) = 1， 
min(1, 一 1) = 一 1 等 等 。 当 M 是 等 腰 三 角形 时 ,或 有 A = B, 或 有 
B= C, 总 之 有 ju(M) = 1o 

M 属于 直角 三 角形 的 隶属 度 jx 为 : 


二 = 0 
pr(M)=1— 50 190 Al 


当 M 是 直角 三 角形 时 , A = 90", 有 pn(M) = 1。 
当 M 属于 等 厦 直角 三 角形 的 隶属 度 yn 为: 


pm (M) = min{pr(M), pr (M)| 
当 M 是 等 腰 直 角 三 角形 时 ,有 A = 90, 了 一 C, 有 Apn(M) 一 1。 


M 属于 一 般 三 角形 的 隶属 度 mwr 为 : 
pr(M) = minll—p, 1 pg，1 一 pe ，1 一 pe} 


假设 现在 有 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 依 次 为 85"，50",， 45", 可 以 
分 别 计算 各 隶属 度 为 几 = 0.916, pm 一 0.916, pe 一 0.940, pr 一 
0.05, pe = 0.7。 

由 于 其 中 jn 的 值 最 大 ,我 们 判定 该 三 角形 最 接近 直角 三 角形 。 
这 种 基于 隶属 度 大 小 作出 的 判断 ,我 们 称 之 为 模糊 判断 。 

对 于 诸侯 国 的 社会 性 质问 题 ,我 们 可 以 制订 一 个 诸侯 国 属于 奴 
隶 社 会 的 隶属 度 指标 ,例如 用 殉葬 活 人 数 和 陶 俑 数 的 比例 来 作为 该 
指标 。 然 后 由 考古 中 发 现 的 证 据 ,对 一 个 春秋 战国 时 代 的 诸侯 国 的 
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社会 性 质 作出 模糊 判断 。 
对 于 其 他 类 似 的 问题 ,我 们 也 可 以 设计 出 相应 的 隶属 度 指 标 。 
当然 ,具体 选择 怎样 的 指标 ,这 是 各 个 具体 学 科 领 域内 的 课题 。 


习题 

1. 有 人 说 “我 在 说 谎 ”, 他 是 否 属于 所 有 说 谎 人 所 组 成 的 集合 ? 
试 分 析 说 明之 。 

2. 把 一 个 词 分 成 “ 自 适用 ”和 “ 非 自 适 用 ”两 类 。 例 如 “汉字 ”两 
字 确 实 是 汉字 ,汉字 ”属于 自 适 用 词 ;英语 "就 是 非 自 适用 词 。 又 如 
“古老 "一 词 的 产生 确实 历史 悠久 , “古老 "属于 自 适用 词 ; 摩登 "也 属 
于 自 适用 词 。 试 分 析 “ 非 自 适 用 "一 词 属 于 哪 一 类 ? 

3. 在 理发 师 悖 论 中 ,如 果 把 不 是 理发 师 服 务 对 象 的 人 组 成 的 集 
合 记 为 B, 试 分 析 理 发 师 和 集合 B 的 关系 。 

4， 试 寻找 某 种 对 应 ,以 证 明 长 度 为 1 的 线段 和 长 度 为 2 的 线段 
的 点 集 的 基数 相同 。 

5, 证 明 (0, 1) 内 的 无 理 数 集合 的 基数 和 (0, 1) 内 所 有 实数 的 集 
合 的 基数 相同 (提示 :用 反 证 法 )。 

6， 计 算 年 龄 为 32 岁 、48 岁 的 人 属于 年 轻 人 集合 的 隶属 度 。 

7. 按 课文 中 的 判别 方法 ,判断 一 个 内 角 为 95"、35"、50° 的 三 角 
形 白 细胞 最 接近 文中 哪 一 种 三 角形 。 

8. 某 地 区 大 体 有 四 种 方言 。 如 何 判断 某 个 人 使 用 的 方言 最 接 
近 何 种 方言 ? 试 设计 一 种 属于 某 种 方言 的 隶属 度 (例如 用 数字 1、 
2 、… 的 发 音 )? 


74 要 代 效 学 大 现 


第 二 节 说 变化 :关系 和 函数 


事物 之 间 存 在 着 各 种 各 样 的 联系 。 例 如 入 们 之 间 的 相互 认识 台 
血缘 关系 ,学 生成 绩 的 优 劣 比较 或 兴趣 的 异同 ,运动 队 的 强 弱 , 城 市 
之 间 公路 连通 ,都 是 事物 之 间 联 系 的 例子 。 而 事物 的 性 质 也 只 有 从 
它们 的 相互 联系 中 才能 被 认识 。 反 映 事物 之 间 各 种 不 同 的 联系 , 数 
学 中 也 有 各 种 关系 的 概念 。 


1. 等 价 关 系 


人 和 人 之 间 的 血型 相同 、 同 乡 ,校友 等 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 它 
们 具有 如 下 的 共同 特性 : 

1) 自 反 性 任何 一 个 事物 总 可 认为 自己 和 自己 有 此 关系 ,例如 
自己 的 血型 总 和 自己 的 血型 相同 。 如 果 我 们 把 x 和 y 有 相同 的 血 
型 记 为 zx 一 >, 则 对 于 任何 人 , 恒 有 zx~x。 

2) 对 称 性 如 果 一 个 事物 z 与 另 一 个 事物 》 有 此 关系 , 则 事物 y 
与 事物 zx 也 有 此 关系 。 例 如 甲 和 乙 有 相同 的 血型 , 则 乙 和 甲 也 有 相 
同 的 血型 。 用 上 面 的 记号 , 即 为 

若 x~y, 则 y~z。 

并 不 是 所 有 的 关系 都 有 对 称 性 。 例 如 人 们 之 间 的 认识 关系 就 没 
有 对 称 性 :A 认识 B, 记 为 A 一 B, 但 是 也 不 一 定 认 识 A , 即 不 一 定 有 
B~A。 

3) 传递 性 如 果 一 个 事物 z 与 事物 y 有 此 关系 ,事物 y 与 另 一 
个 事物 zx 也 有 此 关系 , 则 事物 z 与 事物 = 也 有 此 关系 。 例 如 甲 和 乙 
有 相同 的 血型 , 乙 和 丙 有 相同 的 血型 , 则 甲 和 丙 也 有 相同 的 血型 。 用 
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上 面 的 记号 , 即 为 

若 z 一 y，? 一 <, 则 z 一 z。 

人 们 的 认识 关系 也 不 一 定 有 传递 性 。 例 如 A 认识 B, B 认识 C， 
但 A 不 一 定 认识 C, 即 此 时 有 A 一 B，B 一 C, 但 是 4 一 C 不 一 定 成 立 。 

数学 中 把 满足 上 述 三 个 性 质 的 关系 称 为 等 价 关 系 。 同 乡 ,校友 、 
相同 的 血型 等 关系 都 满足 这 些 要 求 ,都 是 等 价 关 系 。 

在 实践 中 ,我 们 常常 利用 等 价 关 系 对 所 研究 的 事物 进行 分 类 。 
分 类 是 人 们 认识 事物 性 质 的 一 种 方法 ,而 按 等 价 关 系 分 类 恰 是 一 种 
分 类 的 抽象 方法 ,广泛 地 应 用 于 各 种 具体 情况 。 这 种 分 类 方法 首先 
要 找到 事物 间 的 等 价 关系 ,再 按照 等 价 关系 把 事物 分 类 ,使 得 属于 同 
一 类 的 事物 相互 之 间 都 是 等 价 的 ,不 同类 的 事物 都 没有 等 价 关 系 。 
这 样 得 到 的 每 一 类 称 为 一 个 等 价 类 。 例 如 ,可 以 证 明 血 型 相同 关系 
是 一 种 等 价 关 系 。 按 此 等 价 关 系 分 类 ,就 可 以 把 人 们 分 为 四 类 :A 
型 .B 型 .AB 型 和 OO 型 。 

这 样 的 分 类 使 人 们 找到 了 早先 经 常 引起 输血 事故 的 原因 , 并 采 
用 事先 验 血 型 的 方法 来 避免 医疗 事故 。 又 如 在 一 个 地 区 内 ,如 果 两 
个 城镇 之 间 有 公路 连接 ,我 们 就 把 这 两 个 城镇 称 为 是 连通 的 。 可 以 
证 明 , 连 通关 系 是 一 种 等 价 关 系 。 按 此 关系 可 以 把 整个 地 区 划分 成 
若干 等 价 类 :同一 个 等 价 类 内 的 城镇 可 以 乘 汽车 相互 来 往 ,不 同等 价 
类 内 的 城镇 汽车 不 能 通行 。 如 果 设 想 有 关 部 门 要 改善 该 地 区 的 交通 
状况 ,首先 可 以 适当 地 选择 不 同类 的 两 个 城镇 ,修一 条 公路 把 它们 连 
接 起 来 。 这 样 原先 的 两 个 不 同 的 等 价 类 就 变 成 了 一 个 等 价 类 , 即 , 增 
加 一 条 公路 能 使 原先 两 个 类 内 的 任何 两 个 城镇 ,都 能 够 乘 汽车 来 往 。 
用 这 样 的 方法 我 们 修 少数 几 条 公路 就 可 以 把 该 地 区 内 的 所 有 城镇 连 
成 一 体 。 


2. 序 关 系 


先 看 所 有 自然 数 所 组 成 的 集合 N: 
N 一 fl,2,3，… 
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两 个 自然 数 > 和 y 之 间 的 不 等 式 z 之 > 表示 了 自然 数 z 和 y 的 
大 小 关系 , 亦 称 序 关系 。 这 个 不 等 式 的 含义 是 :或 者 zx 比 y 大 ,或 者 
两 者 相等 。 序 关系 有 下 面 的 性 质 : 

1) 反对 称 性 ” 若 有 两 个 自然 数 z 和 y 同时 有 不 等 式 :z 之 >，? 
过 了 , 则 必然 工 一 y。 

2) 传递 性 ” 若 自 然 数 z、y 和 z 之 间 满 足 z 宇 y, y 宇 z, 则 必然 
Eo 

设想 居住 在 某 个 山区 的 人 群 之 间 有 某 种 血缘 关系 。 我 们 现在 规 
定 , 若 某 和 人 工 是 另 一 个 人 》 的 长 辈 或 与 > 同 殖 ,我 们 就 记 为 x ?。 
若 两 个 人 同辈 , 则 记 为 z = y。 在 这 种 体系 下 ,长 辈 的 长 辈 也 是 长 非 。 
这 种 长 辈 ,晚辈 的 关系 (辈分 关系 ) 也 是 一 种 序 关 系 。 可 以 证 明 这 样 
的 辈分 关系 “ "满足 上 面 的 两 个 要 求 。 

又 如 ,不 同 血型 的 人 之 间 可 以 输血 的 关系 如 下 表 : 


其 中 “wv ”表示 输血 可 以 进行 ,空格 表示 不 可 进行 。 例 如 A 型 血 
的 人 可 以 把 血 输 给 A 型 血 或 AB 型 血 的 入 ,但 不 能 输 给 O 型 血 的 人 
和 B 型 血 的 人 。 

我 们 把 X 型 血 的 人 可 以 输 给 Y 型 血 的 人 写成 久之 Y。 

由 上 面 的 表格 我 们 可 以 验证 “ 之 "关系 满足 序 关 系 的 两 个 要 求 ， 
因而 “六 "是 一 种 序 关系 。 

如 果 一 个 集合 的 序 关系 还 满足 如 下 的 要 求 , 则 称 该 集合 为 有 全 
序 关 系 , 称 该 集合 为 全 序 集 。 

3) 二 歧 性 ”对 于 集合 中 的 任何 两 个 事物 zx 和 y ,如果 没有 zz 之 
y, 则 必 有 > 之。 
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这 个 性 质 意味 着 ,集合 内 的 任意 两 个 事物 都 可 以 按 “ 之 "关系 加 
以 比较 。 没 有 二 歧 性 的 序 关 系 称 为 偏 序 关系 ,有 偏 序 关系 的 集合 称 
为 偏 序 集 。 在 偏 序 集 内 的 任意 两 个 事物 不 一 定 都 能 比较 ,自然 数 集 
合 按 大 小 关系 是 全 序 集 。 任 何 两 个 英语 单词 可 以 按照 词典 序 分 出 先 
后 次 序 , 这 种 关系 满足 上 述 三 个 要 求 , 英 语 单词 集合 是 一 个 全 序 集 。 
但 是 上 述 血 型 的 序 关系 不 是 全 序 关系 ,因为 两 种 血型 的 人 不 一 定 有 
可 输血 的 关系 ,例如 A 型 血 的 人 和 B 型 血 的 人 谁 都 不 能 把 血 输 给 对 
方 。 山 区 居民 的 辈 份 关系 也 是 一 种 偏 序 关 系 ,因为 当 两 个 人 没有 共 
同 的 祖先 时 ,没有 办 法 比较 他 们 辈分 的 高 低 。 

可 以 证 明 , 在 全 序 集 内 任意 有 限 多 个 事物 内 恒 有 最 “大 ”的 事物 。 
例如 ,在 任意 多 个 英语 单词 中 总 可 以 找到 在 词典 中 最 早出 现 的 一 个 
单词 ;在 有 限 多 个 自然 数 中 一 定 可 以 找到 一 个 最 大 的 数 。 但 是 在 偏 
序 集合 内 ,任意 有 限 多 个 事物 内 不 一 定 有 最 “大 ”的 事物 。 例 如 ,在 一 
群 山 区 居民 中 未 必 能 找 出 辈分 最 高 的 人 ,在 一 群 人 中 间 也 不 一 定 有 
人 能 输血 给 这 群 人 中 任何 一 个 。 这 个 性 质 是 全 序 集 区 别 于 偏 序 集 的 
本 质 所 在 。 


3. 相关 关系 和 函数 关系 


我 们 先 来 观察 现实 生活 中 一 些 量 的 关系 。 例 如 一 个 人 的 身高 与 
体重 ,一 般 说 来 ,身材 比较 高 的 人 身体 也 会 比较 重 。 又 如 ,一 个 学 生 
的 数学 成 绩 也 会 和 他 的 物理 成 绩 有 一 些 关系 ,一 般 来 说 ,数学 成 绩 比 
较 好 的 学 生物 理 成 绩 也 会 比较 好 。 有 许多 类 似 的 实际 例子 说 明 有 些 
量 之 间 是 有 关系 的 ,但 是 它们 之 间 的 关系 和 我 们 熟知 的 函数 关系 不 
同 。 函 数 关系 是 两 个 量 之 间 确 定 的 一 种 关系 , 当 一 个 量 ( 自 变 量 ) 取 
一 个 值 后 , 另 一 个 变量 ( 因 变 量 ) 按 一 定 的 法 则 也 随 之 取 定 一 个 值 与 
之 对 应 。 例 如 , 圆 半径 尺 和 圆 面积 S 的 函数 关系 为 


S 一 TR2 


当 半 径 R 确定 后 , 圆 的 面积 S 按照 上 述 公 式 随 之 确定 。 但 是 在 
78 现代 数学 大 更 : 


身高 和 体重 的 关系 中 ,由 一 个 人 的 身高 并 不 能 完全 确定 他 的 体重 :不 
同 的 人 身高 虽然 一 样 ,体重 却 可 以 不 同 。 这 样 的 关系 我 们 称 之 为 相 
关 关 系 。 我 们 把 观察 到 的 一 个 量 的 值 x; 和 另 一 个 量 对 应 的 值 y;( 例 
如 一 个 人 的 身高 和 体重 ) 看 作 一 个 数据 对 (zx;，y;), 并 作为 坐标 在 平 
面 上 标 出 相应 的 点 , 则 一 系列 的 观察 数据 对 (zi, yi)i 二 1，2，…， 
nn, 就 可 以 用 坐标 面 上 点 的 一 个 集合 来 表示 。 这 个 点 的 集合 的 图 形 
称 为 相关 图 。 在 图 2. 2. 1 所 示 的 六 种 情况 下 分 别称 两 个 量 为 强 正 相 
关 , 弱 正 相关 , 强 负 相关 , 弱 负 相 关 , 曲 线 相 关 和 不 相关 。 


强 正 相 关 罚 正 相关 强 负 相 关 
弱 负 相关 曲线 相关 


图 2.2.1 


在 正 相关 的 情况 下 ,两 个 量 的 变化 方向 是 一 致 的 :一 个 量 增加 ， 
另 一 个 量 也 增加 ;一 个 量 减 少 , 另 一 个 量 也 减少 。 在 负 相 关 的 情况 下 
两 个 量 的 变化 方向 是 相反 的 :一 个 量 增加 , 另 一 个 量 却 减少 ;一 
减少 , 另 一 个 量 却 增加 。 正 相关 和 负 相 关 , 通 称 为 线性 相关 ,因为 从 
图 上 可 以 看 出 ,两 个 量 的 变化 和 直线 所 表示 的 关系 相近 。 在 两 个 量 
为 线性 相关 时 ,数学 中 还 引进 了 相关 系数 来 表明 两 个 量 关 系 的 密切 
程度 。 相 关系 数 7 计算 公式 如 下 : 


Fz 5)(y —D) 


/B-Day 


第 二 宰 ”第 二 节 说 变化 :关系 和 可 数 29 


其 中 ,是 zz! ，zz ，…，z 的 平均 值 : 


这 里 x; 是 和 式 z 十 zx 十 … 十 z, 的 简写 。 
i=l 


从 理论 上 可 以 严格 证 明 :相关 系数 ~ 的 数值 范围 在 一 1 和 1 之 
间 , 即 一 1 r+ 过 1。 
当 r==1 或 r= 一 1 时 ,zx 和 y 之 间 就 是 函数 关系 , 即 由 zz 的 值 可 
以 完全 确定 y 的 值 ,或 由 y 的 值 可 以 完全 确定 z 的 值 。r > 0 时 表示 
工 和 y 的 关系 是 正 相 关 , r 二 0 时 表示 xz 和 y 的 关系 是 负 相 关 , ~ 一 0 
时 表示 z 和 y 之 间 无 线性 相关 关系 。r 的 绝对 值 |r| 的 大 小 表示 两 
个 量 相关 关系 的 密切 程度 : | -| 接近 1 时 表示 xz 和 > 的 关系 是 强 相 
关 , rl 接近 0 时 表示 z 和 y 的 关系 是 弱 相 关 。 一 般 认为 , 当 | | 过 
0. 3 时 两 个 量 几乎 无 线性 相关 关系 , 当 | 7 1 宇 0. 3 两 个 量 有 线性 相关 
关系 。 在 0. 3 一 0.5 之 间 是 低 度 线性 相关 ,在 0. 5 一 0. 8 之 间 是 显著 
线性 相关 ,在 0. 8 以 上 是 高 度 线性 相关 。 
在 实际 应 用 时 ,我 们 可 以 先 把 两 个 相关 量 的 数据 对 在 坐标 平面 
上 描 出 ,看 看 是 否 相关 ,并 且 在 初步 确定 为 正 相 关 或 负 相关 的 情况 下 
再 计算 两 个 量 的 相关 系数 ,进一步 从 量 的 角度 判断 它们 的 密切 程度 。 
例 1 某 地 区 的 气温 ('C) 与 当天 发 生 的 交通 事故 数列 表 如 下 : 
数据 编号 1 2 3 4 5 6 7 8 
气温 (zC) 14 23 16 22 30 34 1 27 
交通 事故 数 y | 4 6 3 6 8 11 5 了 
我 们 要 研究 交通 事故 数 是 否 和 当地 的 气温 有 关 。 


为 此 ,我 们 首先 把 相应 的 数据 对 (14，4)， 
(23, 6), …，(27, 7) 在 坐标 面 上 描 出 ,得 到 


= 表示 z 和 y 之 间 关系 的 相关 图 ( 见 图 2. 2. 2): 
en 从 图 中 大 体 可 以 看 出 ,z 和 y 之 间 存 在 正 


图 2.2.2 相关 关系 。 然 后 计算 对 应 的 相关 系数 
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由 此 可 知 , 该 地 气温 x 和 交通 事故 数 y 是 正 相 关 的 。 


= 0. 465 


习题 

1， 下 列 关 系 是 否 等 价 关 系 ? 试 从 等 价 关 系 必须 满足 的 三 个 条 
件 加 以 说 明 : 

(1) 同乡 关系 ; (2) 校友 关系 ; (3) 邻居 关系 。 

2, 验证 列 在 孔 府 家 谱 中 的 人 组 成 的 集合 依照 辈分 关系 是 一 个 
全 序 集 。 

3, 在 通常 玩 的 陆军 棋 中 规定 了 棋子 的 大 小 关系 ,这 种 关系 是 否 
是 一 种 序 关 系 ? 说 明 你 的 理由 。 

4, 足球 队 联 赛 的 排名 是 否 是 一 种 序 关 系 ? 

5. 参看 下 面 某 地 区 10 个 企业 的 数据 ,分 析 该 地 区 企业 的 固定 
资产 ( 百 万 元 ) 和 工业 产值 ( 百 万 元 ) 是 否 相关 : 

(1) 画 出 相关 图 ,判断 是 否 线性 相关 。 如 果 是 ,指出 是 正 相关 还 


是 负 相 关 。 
(2) 计算 有 关 的 相关 系数 ,判断 相关 的 密切 程度 。 看 看 是 否 和 


从 相关 图 得 到 的 结论 一 致 。 
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第 三 节 ”代数 :运算 和 结构 


数学 研究 的 对 象 之 一 是 结构 。 布 尔 巴 基 学 派 把 数学 看 作 是 结构 
的 学 科 。 


1. 数学 结构 的 概念 


数学 有 三 种 母 结构 :代数 结构 ,如 群 环 、 域 等 ; 序 结构 ,如 全 序 、 
半 序 等 ;拓扑 结构 ,如 邻 域 ,距离 空间 , 同 伦 、 同 调 等 。 

大 多 数 的 纯粹 数学 学 科 可 以 按 不 同 的 结构 来 加 以 分 类 。 

例 1 实数 系 R 的 结构 是 完备 的 阿 基 米 德 全 序 域 。 具 体 地 ,其 
代数 结构 : 域 ; 序 结构 :全 序 ;拓扑 结构 : | x 一 y| 表示 与 的 距离 。 

它 还 是 阿 基 米 德 域 , 即 对 任何 的 正 数 zx、>, 总 存在 一 个 正 整 数 
2, 使 得 > ' 工 > y。 同 时 ,实数 关于 距离 是 完备 的 , 即 任何 实 柯 西 列 都 
必须 收敛 于 某 个 实数 。 

实数 域 与 全 序 是 协调 的 ,因此 称 作为 全 序 域 , 即 满足 

1) 加 法 保 序 性 : 若 a < 2, 则 对 任何 的 <, 有 a 十 c<2 十 c; 

2) 乘 正 数 保 序 性 : 若 c 二 5, 则 对 任何 的 c 汪 >0, 有 ac > tr。 

例 2 复数 系 C 是 完备 的 半 序 域 。 

按照 复数 的 加 法 和 乘法 ,有 


(ae 十 0i) 十 (c 十 di) = (a 十 c) 十 (2 十 dg)i 
(at+bi): (c+di)= (ac ~—bd)+(ad+ be)i 


于 是 复数 C 构成 域 。 
它 的 序 结构 是 半 序 , 当 规 定 a 十 抽 之 c 十 di 是 指 a 才 c 且 6 之 d。 
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这 样 规定 的 半 序 对 加 法 是 保 序 的 ,但 对 乘 正 数 不 保 序 。 

例如 , 0 < i, 如 果 两 边 乘 以 i, 但 是 0 < 一 1 并 不 成 立 。 

同样 规定 两 复数 Z, 和 2: 的 距离 为 | Z, 一 Z: |。 关于 这 个 距离 
复数 系 是 完备 的 , 即 每 个 复数 组 成 的 柯 西 列 必 收 敛 于 某 个 复数 。 


2. 群 的 概念 


任意 两 个 自然 数 相 加 总 是 一 个 自然 数 ,我 们 把 这 种 性 质 用 “在 自 
然 数 集合 内 加 法 可 行 " 来 描述 。 同 样 ,任意 两 个 自然 数 相 乘 也 总 是 自 
然 数 ,因而 在 自然 数 集合 内 乘法 也 是 可 行 的 。 但 是 两 个 自然 数 相 减 
不 一 定 再 是 自然 数 ,我 们 说 “在 自然 数 集合 内 减法 不 一 定 可 行 "。 同 
样 , 在 自然 数 集合 内 除法 也 不 一 定 可 行 。 

由 于 减法 和 除法 是 加 法 和 乘法 的 逆 运 算 , 我 们 看 到 ,在 一 个 集合 
内 一 种 运算 可 行 ,其 逆 运 算 不 一 定 可 行 。 在 整数 集合 内 ,加 法 可 行 ， 
其 逆 运 算 减 法 也 可 行 ;乘法 可 行 ,其 逆 运 算 除 法 却 不 一 定 可 行 。 等 到 
把 数 的 集合 扩大 为 有 理 数 范畴 , 则 加 法 、 乘 法 和 它们 的 逆 运 算 (做 除 
法 时 规定 除数 不 等 于 零 ) 都 可 行 。 我 们 把 集合 和 其 中 的 运算 抽象 化 
为 群 的 概念 。 

设 有 一 个 集合 G, 其 中 的 元 素 我 们 用 a。, 5,… 表 示 。 假 设 在 集 
合 G 内 有 一 种 运算 , 记 为 “。": 对 G 内 的 任意 两 个 元 素 z 和 y, zoy 
仍然 是 G 中 的 元 素 , 即 在 G 中 运算 “。" 是 可 行 的 。 如 果 集 合 G 和 运 
算 “。" 还 满足 以 下 几 条 性 质 ,我 们 就 称 G 为 一 个 群 : 

1) G 不 是 一 个 空 集 , 即 G 内 至 少 含有 一 个 元 素 (事实 上 空 集 没 
有 什么 好 研究 的 )。 

2) 结合 律 成 立 : 即 对 任何 元 素 a、b、c, 恒 有 


ao(boc) = (aob)oc 


3) 有 单位 元 素 存在 , 即 G 中 有 一 个 元 素 e 有 如 下 的 性 质 : 对 任 


何 a € G, 恒 有 ecoa= a。 
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4) 逆 运 算 可 行 , 即 对 任何 <E G, 在 G 中 有 一 个 元 素 a : , 称 为 
4 的 逆 元 ,使 ar:oea = e。 

群 的 概念 就 是 在 对 整数 、 实 数 等 许多 具体 的 集合 和 它们 的 运算 
的 研究 的 基础 上 抽象 出 来 的 。 在 19 世纪 的 最 后 10 年 ,数学 家 认识 
到 ,对 许多 不 相 联系 的 代数 系统 抽出 它们 共同 的 内 容 进 行 综合 的 研 
究 , 可 以 达到 事半功倍 的 效果 。 正 是 对 群 及 其 他 一 大 类 抽象 集合 和 
它们 结构 的 研究 ,逐渐 形成 了 近世 代数 这 一 个 现代 数学 的 分 支 。 我 
们 再 举 一 些 例子 来 说 明 群 的 概念 。 

例 3 整数 关于 加 法 成 群 。 此 时 群 的 定义 中 的 运算 “。 ”就 是 普 
通 的 加 法 。 单 位 元 e = 0, 任何 一 个 数 a 的 逆 元 a “就 是 a 的 相反 
数 , 即 o- = 一 a。 

例 4 正 有 理 数 关 于 乘法 成 群 。 此 时 群 的 定义 中 的 运算 “o "就 
是 普通 的 乘法 。 单 位 元 e = 1, 任何 一 个 数 a 的 逆 元 一 就 是 a 的 倒 
数 , 即 o 一 二。 


例 5 我 们 把 在 队列 操练 中 的 几 个 动作 用 记号 表示 出 来 ; 

保持 不 动 记 为 Re ,向 右 转 记 为 Rs ,向 左 转 记 为 R-w, 向 后 转 记 
为 Re 。 记 这 些 动作 组 成 的 集合 为 M。 

在 M 内 规定 两 个 动作 的 “。" 运 算 为 两 个 动作 相继 进行 的 结果 ， 
如 RueR_w 表 示 先 向 右 转 再 向 左 转 , 结果 是 保持 原来 的 状态 , 即 
Ru 。R_w 等 于 集合 中 的 元 素 Re 。 由 于 任意 两 个 动作 的 结果 总 是 这 
四 个 动作 之 一 ,所 以 M 关于 运算 *。" 总 是 可 行 的 。 进 一 步 ,M 还 关 
于 这 种 运算 “。 "成 群 :其 中 的 单位 元 e = Ro, 各 元 素 的 道 元 如 下 
表 所 示 。 | 
| 元 素 下 。 Ro R-w Rs 

逆 元 Ro R_w Ro Ris 


例 6 在 生活 中 我 们 都 知道 如 何 计算 某 一 天 是 星期 几 。 例 如 菜 
月 1 日 是 星期 三 ,该 月 的 17 日 是 星期 凡 ? 可 以 这 样 计算 : 先 将 17 加 
2 ,再 除 以 7 余 5 ,我 们 判断 该 月 17 日 是 星期 五 。 
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在 自然 数 的 范围 内 ,我 们 把 除 以 7 得 到 相同 余数 的 自然 数 归 为 
一 类 。 两 个 自然 数 属于 同一 类 的 特征 是 :它们 的 差 可 以 被 7 整除 。 
若 两 个 自然 数 除 以 7 以 后 的 余数 相同 ,我 们 就 称 这 两 个 自然 数 “ 同 
余 ”"。 由 有 关 等 价 关 系 的 知识 可 知 , 同 余 关系 是 自然 数 集合 中 的 等 价 
关系 。 、 

同 余 关 系 可 以 把 自然 数 分 成 7 类 ,分 别 记 为 DO、@、…、@ 〇 。 
在 这 个 集合 内 我 们 用 下 面 的 表 规 定 类 之 间 的 加 法 ( 记 为 十 ) 运 算 。 
表 中 数据 表示 A 十 B 的 结果 。 可 以 验证 这 个 由 类 组 成 的 集合 关于 
上 面 规定 的 加 法 成 群 。 其 中 单位 元 e = @。 一 个 元 素 开 的 逆 元 就 
是 和 它 相 加 等 于 7 的 那个 类 。 例 如 四 的 逆 元 为 田 ,@ 的 道 元 为 @ 
等 等 。 


类 中 加 法 运算 的 结果 
A 
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其 实 可 以 证 明 ,用 任何 数 代替 7 作为 除数 ,可 以 得 到 相应 的 同 余 
类 ;也 用 类 似 的 方法 规定 类 的 加 法 运算 ,所 得 到 的 同 余 类 集合 也 构成 
群 ,这 种 群 称 为 同 余 类 群 。 

例 7 我们 在 扑克 牌 的 几 种 花色 之 间 规 定 一 种 乘法 “X "运算 如 


下 表 所 示 : 


这 里 的 第 一 列表 示 第 一 个 因子 ,第 一 行 表示 第 二 个 因子 , 表 中 的 
花色 表示 运算 的 结果 。 例 如 由 表 的 第 三 行 第 四 列表 示 以 下 的 算式 : 


X= 


事实 上 ,如 果 取 花色 不 同 四 张 牌 , 则 四 张 牌 花色 的 乘积 是 种。 从 
其 中 摸 一 张 牌 , 可 以 验证 , 剩 下 的 三 张 牌 花色 的 乘积 恰 为 所 缺少 的 花 
色 。 进 一 步 可 以 验证 :由 此 四 种 扑克 花色 组 成 的 集合 在 此 定义 的 乘 
法 “X "下 成 群 。 扑 克 牌 花色 与 这 种 乘法 满足 群 的 要 求 ,单位 元 为 昌 ， 
每 种 花色 的 道 元 就 是 它 自 己 。 群 的 结构 反映 了 扑克 牌 花色 之 间 的 内 


在 关系 。 

例 8 由 一 1 和 1 组 成 的 集合 M = {一 1, 1| 关于 乘法 成 群 :其 
单位 元 为 e = 1。 由 (一 1) X (一 1) = 1, 1X1 = 1, 即 每 个 元 素 的 逆 
元 为 自己 。 


例 9 由 *“ 非 "和 “是 "组 成 集合 N 一 | 非 ,是 |, 用 下 列 各 等 式 规 
定 M 内 的 乘法 X.: 
是 xX 是 二 是 
是 x 非 = 非 
非 X 是 = 非 
非 X 非 = 是 


可 以 验证 ,集合 M 和 关于 这 样 规定 的 乘法 满足 所 有 群 的 要 求 ， 
其 单位 元 为 。 二 “是”。 因 为 “ 非 X 非 = 是",“ 是 X 是 二 是 ”, 每 个 元 
素 的 逆 元 为 自己 。 
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如 果 我 们 把 上 述 两 例 加 以 对 比 , 只 需 把 “是 "看 作 “1” ,把 “ 非 "看 
作 “ 一 1” ,把 这 里 规定 的 乘法 等 同 于 数 的 乘法 , 则 两 个 例子 中 的 集合 
M、N 和 它们 的 运算 以 及 运算 规律 都 是 一 样 的 。 
例如 把 N 的 运算 等 式 
是 Xx 非 = 非 
中 把 “是 ”改作 “1”, 把 “ 非 " 改 作 “ 一 1”, 就 得 到 数 的 集合 M 中 的 运算 
等 式 : 


1X (一 1) = 一 1 


其 他 的 等 式 也 一 样 可 以 相互 转换 。 

反 过 来 ,由 M 内 的 运算 等 式 也 可 类 似 地 转换 成 集合 N 中 的 运 
算 等 式 。 从 这 里 我 们 还 可 以 由 数 的 乘法 规律 :奇数 个 一 1 之 积 等 于 
一 1, 偶 数 个 一 1 之 积 等 于 1 得 到 通常 逻辑 学 中 的 规律 : “ 

奇数 次 否定 之 结果 等 于 否定 ,偶数 次 否定 之 结果 等 于 肯定 。 

上 述 两 例 说 明 ,虽然 实际 背景 不 同 ,但 是 分 别 由 两 个 元 素 组 
成 的 群 M、N, 在 某 种 元 素 和 运算 的 对 应 之 下 ,表现 出 相同 的 特 
性 和 规律 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 称 群 M 和 群 N 具有 相同 的 
结构 。 

数学 家 研究 了 各 种 不 同 群 的 结构 .表示 ,并 进行 分 类 。 这 些 研究 
在 实践 中 得 到 了 多 方面 的 应 用 。 


3. 群 的 应 用 例子 


我 们 讨论 平面 上 的 对 称 有 限 图 形 。 所 谓 有 限 图 形 ,是 指 整 个 图 
形 可 以 用 一 个 适当 的 正方 形 框 起 来 的 图 形 。 有 限 图 形 的 对 称 性 可 以 
用 一 个 适当 的 “运动 群 "来 刻画 ,这 个 “运动 群 "是 由 所 有 "经 过 该 运动 
后 有 限 图 形 不 变 " 的 运动 组 成 。 

对 一 个 正方 形 来 说 , 绕 中 心 ( 对 角 线 交点 ) 顺 时 针 旋 转 90 后 图 
形 不 改变 ,“ 绕 中 心 顺 时针 旋 转 90"" 就 是 使 正方 形 不 变 的 一 个 运动 。 
此 外 ,如 果 将 正方 形 绕 对 角 线 翻转 ,图 形 也 不 变 , 所 以 “ 绕 对 角 线 翻 


第 二 宰 ”第 三 节 代数 :运算 和 结构 87 


转 "也 是 使 正方 形 不 变 的 一 个 运动 (如 图 2. 3. 1) 。 绕 对 角 线 AC 
转 后 ,B 点 变 为 D 点 ,了 点 变 为 B 点 ,线段 AB 变 


“ ” 为 线段 AD ,线段 AD 变 为 线段 AB ,线段 CB 变 
为 线段 CD ,线段 CD 变 为 线段 CB。 

还 有 更 多 的 使 正方 形 不 变 的 运动 。 如 ,“ 绕 中 

2 c_ 心 顺 时 针 旋转 180” 可 以 看 作 “ 绕 中 心 顺 时 针 旋转 

图 2.3.1 90"" 两 次 ,由 于 每 次 绕 中 心 顺 时 针 旋 转 90" 图 形 不 


变 , 因 而 绕 心 顺 时 针 旋 转 180" 也 使 图 形 不 变 , 这 样 , 绕 中 心 顺 时 针 旋转 
180" 也 是 使 图 形 不 变 的 一 个 运动 。 一 般 而 言 ,前 后 连续 作 任何 两 个 使 
图 形 不 变 的 运动 ,结果 图 形 也 不 变 。 把 两 个 运动 按 这 种 方式 的 迭 加 可 
以 看 作 两 个 运动 的 “乘积 ", 经 过 验证 可 以 得 到 ,所 有 使 正方 形 图 形 不 
变 的 运动 的 集合 满足 群 的 要 求 , 这 个 群 称 为 正方 形 的 对 称 群 。 

为 直观 起 见 ,我 们 把 图 形 看 作 是 一 块 均匀 的 板 。 使 平面 上 任意 
一 个 有 限 图 形 不 变 的 运动 ,也 必然 保持 其 重心 不 变 。 由 此 可 以 推 知 ， 
这 样 的 运动 或 是 绕 其 重心 的 旋转 ,或 是 关于 过 其 重心 的 某 条 直线 的 
翻转 。 因 而 任意 有 限 平 面 图 形 的 对 称 群 仅 由 绕 其 重心 的 某 些 旋转 及 
关于 过 重心 的 某 些 直 线 的 翻转 生成 。 

对 平面 有 限 图 形 对 称 群 的 研究 和 分 类 ,发 现 只 可 能 出 现 如 下 几 


种 不 同情 形 ( 图 2. 3. 2): 


le 
日 旬 合 


1) 仅 由 单位 ( 恒 等 或 不 动 ) 变 换 所 组 成 的 对 称 群 K, 。 这 是 任意 
非 对 称 图 形 的 对 称 群 。 

2) 由 单位 变换 及 关于 某 一 直线 的 翻 折 组 成 的 对 称 群 Ka: 。 

3) 只 由 一 些 旋转 组 成 的 对 称 群 K; ,但 其 中 不 含 作 任意 小 角度 
的 旋转 情况 。 

4) 只 由 一 些 旋转 组 成 的 对 称 群 K, ,但 它 含有 作 任 意 小 角度 的 
旋转 。 此 时 , 作 任意 角度 的 旋转 仍 属于 群 K,。 这 里 的 所 有 的 运动 
或 是 图 形 本 身 或 是 旋转 ,排除 了 关于 直线 的 翻转 。 这 是 平面 上 有 方 
向 的 圆 或 有 方向 的 圆 环 的 对 称 群 。 

5) 设 在 平面 上 及 n 条 过 重心 O 点 的 直线 ,这 些 直线 分 平面 为 
2n 个 等 角 。 对 称 群 K; 由 关于 这 些 直线 的 ”种 翻转 以 及 绕 O 旋转 


-的 倍 角 而 生成 。 具 有 这 样 对 秘 群 的 图 形 包 括 正 2 边 形 。 


6) 由 绕 O 点 所 有 旋转 及 关于 所 有 过 O 点 的 直线 的 翻转 生成 的 
对 称 群 K,。 无 方向 圆 及 无 方向 圆 环 可 作为 它 的 例子 。 


习题 

1. 举 两 个 群 的 例子 ,说 明 元 素 是 什么 ?运算 是 什么 ? 单位 元 是 
什么 ? 每 一 个 元 素 的 逆 元 是 什么 ? 并 验证 它们 满足 群 的 要 求 。 

2. 研究 下 面 的 图 形 , 其 花纹 是 对 哪些 平面 变换 不 变 ? 


二 


3. 对 一 个 矩形 来 说 ,使 它 不 变 的 平面 变换 由 哪些 变换 组 成 ? 说 
明 所 有 这 些 变换 组 成 群 。 

4. 仔细 验证 例 7 中 的 扑克 牌 集合 满足 群 的 要 求 。 试 根据 该 例 
设计 一 个 游戏 :请 人 从 一 副 洗 好 的 扑克 牌 (除去 大 小 王 ) 中 随便 抽取 
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图 2.3.3 


一 张 ,不 给 你 知道 是 什么 牌 。 然 后 你 把 剩 下 的 51 张 牌 依次 看 两 遍 
《每 张 牌 看 后 须 将 它 按 原来 顺序 放 好 , 切 不 得 记录 ), 即 可 猜 中 抽 去 的 
是 什么 牌 。 说 明 该 游戏 的 原理 。 
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古老 的 橡皮 几何 游戏 是 让 游戏 者 在 保持 曲面 的 光滑 和 完整 的 前 
提 下 ,将 其 任意 的 变形 弯曲 ,伸缩 和 扭转 ,想象 变形 后 的 曲面 会 是 什 
么 样子 ? 一 个 自行 车 轮胎 状 的 环 面 是 否 会 变形 为 一 个 球面 ? 这 些 研 
究 到 19 世纪 发 展 成 为 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 拓扑 学 。 i 


1. 拓扑 学 大 意 


假设 我 们 的 图 形 是 用 橡皮 做 成 的 ,可 以 使 图 形 作 各 种 连续 变形 。 
我 们 要 求 图 形 在 变形 的 过 程 中 保持 连续 而 不 致 破裂 , 即 原来 图 形 上 
的 一 个 点 不 能 变 成 两 个 或 两 个 以 上 的 点 ;同时 要 求 ,图 形 上 的 点 不 能 
产生 *“ 粘 合 ", 即 原来 两 个 不 同 的 点 在 变化 后 不 能 * 粘 合 "成 一 个 点 。 
变形 只 是 使 图 形 的 某 些 部 分 拉 伸 了 ,而 另 一 些 部 分 压缩 了 。 

一 般 地 说 ,图 形 在 连续 变形 时 大 小 .长短 `, 形 状 都 会 改变 ,但 是 有 
些 性 质 却 保持 不 变 。 例 如 ,我 们 可 以 把 一 根 圆 形 的 橡皮 图 拉 长 为 一 
个 狭长 的 椭 贺 形 , 也 可 以 把 它 变 成 正方 形 的 形状 ,或 者 变 成 其 他 奇 形 
怪 状 的 曲线 。 图 2. 4. 1 画 出 了 一 些 它 可 能 变 成 的 形状 。 但 是 圆 形 的 
橡皮 轿 不 能 变 成 图 中 的 “8" 字 形 和 三 叶 瓣 曲线 。 

若 要 变 成 8" 字形 ,必须 把 原先 两 个 不 同 的 点 粘 合 为 一 个 点 ;要 
变 成 三 叶 瓣 曲线 ,必须 把 原先 三 个 不 同 的 点 粘 合 为 一 个 点 。 而 这 韦 
反 了 “不 能 粘 合 "的 变化 规定 。 我 们 把 所 规定 的 变形 ( 即 可 以 拉 伸 、 压 
缩 . 扭 曲 ,不 能 粘 合 ) 称 为 “拓扑 变换 (数学 中 的 拓扑 变换 比 这 种 直观 
的 变形 还 要 广 一 些 )。 在 这 种 变换 下 不 变 的 性 质 称 为 “拓扑 性 质 ”。 
图 中 的 圆周 在 其 变形 过 程 中 所 保持 的 不 变性 质 就 是 只 有 一 个 环 , 这 
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是 圆周 的 拓扑 性 质 。“8" 字 形 和 三 叶 辩 曲线 分 别 有 2 个 和 3 个 环 ,与 
圆周 有 不 同 的 拓扑 性 质 。 拓 扑 学 以 图 形 的 拓扑 性 质 作 为 自己 的 研究 
对 象 。 
现在 考察 一 个 球面 。 我 们 仍然 把 它 设想 为 一 个 可 以 变形 的 橡皮 
球 。 用 拓扑 变换 把 它 变 成 不 同 的 形状 (图 2. 4. 2 是 其 中 的 一 些 )。 


但 是 我 们 不 能 把 它 变 成 像 救生 圈 那 样 的 环 面 。 事 实 上 ,在 拓扑 
变换 下 球面 有 两 个 不 变 的 性 质 , 即 两 个 拓扑 性 质 : 

1) 球面 是 闭 曲面 , 它 没有 边界 。 ( 像 炒 生 图 那样 的 环 面 也 没有 
边界 ; 圆 盘面 是 有 边界 的 ; 像 玻 璃 杯 那样 的 曲面 也 是 有 边界 的 。) 

2) 如 果 沿 着 球面 上 的 任何 一 条 闭 曲线 切 开 橡皮 球 ,橡皮 球 就 会 
分 成 互 不 联接 的 两 部 分 。( 像 救生 圈 那 样 的 
环 面 就 不 具有 此 性 质 。 当 沿 着 环 面 的 子午 
线 切 开 时 , 环 面 就 变 成 一 个 弯曲 的 贺 简 形 
(图 2.4. 3) ,而 这 个 贺 简 形 又 可 以 用 拓扑 变 
换 变 成 圆柱 形 的 侧面 。) 这 是 球面 与 圆 环 面 
不 同 的 拓扑 性 质 。 
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在 拓扑 学 中 ,用 “连通 阶 ”的 概念 来 描述 曲面 的 差别 。 

沿 着 子午 线 切 开 像 救生 圈 那 样 的 环 面 时 , 环 面 不 会 分 开 为 两 个 
互 不 联接 的 部 分 。 这 时 我 们 说 , 环 面 上 的 子午 线 “不 组 成 曲面 
的 划分 "。 

在 环 面 上 , 经线 也 不 组 成 曲面 的 划分 
( 见 图 2. 4. 4(a))。 

在 环 面 上 可 以 找到 两 条 闭 曲 线 ,一 条 
是 子午 线 ,一 条 是 经 线 ,它们 组 合 起 来 仍 不 
组 成 曲面 的 划分 。 但 是 ,在 环 面 上 不 可 能 
找到 第 三 条 闭 曲线 ,使 这 三 条 曲线 合 起 来 不 组 成 曲面 的 划分 。 这 也 
就 是 说 , 环 面 上 的 任何 三 条 闭 曲线 必定 分 环 面 为 两 个 互 不 联接 的 部 
分 。 这 时 拓扑 学 定义 环 面 的 连通 阶 为 2。 

对 一 般 曲 面 ,连通 阶 定义 为 曲面 上 能 不 组 成 曲面 划分 的 最 多 闭 
曲线 的 数目 。 对 球面 而 言 ,其 连通 阶 为 0。 如 图 2. 4. 4(b) 那 样 的 面 
包 和 双 柄 谈 , 其 连通 阶 都 是 4。 一般 地 , 若 在 球面 上 开 2 个 小 洞 , 然 
后 按 两 个 一 组 配 成 p 组 ,对 每 一 组 沿 洞 的 边缘 类 上 一 个 圆柱 面 ,这 
样 得 到 了 一 个 有 zp 个 把 柄 的 球面 。 这 样 的 曲面 的 连通 阶 是 2p。 环 
面 就 是 p = 1 的 情况 。 数 学 家 们 证 明 , 空 间 的 闭 曲 面 可 以 按 连通 阶 
分 类 :任何 两 个 相同 连通 阶 的 曲面 可 以 从 一 个 用 拓扑 变换 变 成 另 


3 “ 


2.4.4(b) 


| 


图 2.4.4(a) 


但 是 这 里 仅 限于 双 侧 曲 面 , 即 它们 分 得 出 内 侧 与 外 侧 。 与 这 种 
曲面 并 存 的 还 有 所 谓 的 单 侧 曲 面 。 对 单 侧面 来 说 ,分 不 出 曲面 的 两 
侧 。 最 简单 的 例子 是 麦 比 鸟 斯 带 。 把 一 个 矩形 的 纸 条 ABCD 的 AB 
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边 翻 转 和 CD 边 粘 合 , 使 A 和 C 粘 合 ,B 和 DD 粘 合 (图 2.4.5)。 


4 D 
Ns = 
图 2.4.5 


麦 比 乌 斯 带 不 能 区 分 两 侧 。 从 带 上 一 点 已 沿 着 带 的 中 线 移动 ， 
移动 一 周 后 回 到 点 ,虽然 没有 经 过 带 的 边界 ,但 是 已 经 到 了 与 出 
发 时 不 同 的 一 侧 。 此 外 , 麦 比 乌 斯 带 的 边界 由 单独 一 条 闭 曲线 组 成 。 

麦 比 乌 斯 带 是 有 边界 的 曲面 ,同样 也 存在 单 侧 的 闭 曲面 , 即 存在 
没有 边界 的 单 侧 曲面 。 典 型 的 例子 
是 图 2. 4.6 上 的 克 莱 菌 曲面。 设想 
把 两 条 麦 比 乌 斯 带 沿边 界 上 相互 粘 
合 起 来 可 以 得 到 克 莱 菌 曲面。 

对 单 侧 曲面 也 有 上 面 所 述 的 按 
连通 阶 分 类 的 方法 ,但 是 各 类 曲面 
较 难 表现 出 来 。 

不 要 认为 单 侧 曲 面 只 是 数学 里 的 趣 谈 , 与 严肃 的 科学 问题 无 关 。 
其 实 早 在 16 一 17 世纪 ,基于 建筑 、 绘 图、 技术 制图 等 实际 应 用 需要 
而 形成 的 理论 ,导致 一 门 称 为 “射影 几何 "的 数学 分 支 产生 。 在 一 
定 的 对 应 关系 下 可 以 证 明 , 射 影 几何 的 基本 对 象 是 一 个 单 侧 的 
闭 曲面 。 


2. 多 面体 的 欧 拉 公式 


对 一 个 简单 多 面体 ,我 们 用 V 表示 其 顶点 数 ,用 EE 表示 其 棱 的 
数目 ,FF 表示 其 面 的 数目 。 数 学 家 笛 卡 儿 和 欧 拉 先后 独立 地 发 现 :对 
任何 多 面体 ,下 面 的 公式 总 成 立 : 

V—E+F=2 OO 
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所 谓 “简单 多 面体 ", 是 指 一 个 没有 “ 洞 " 的 多 面体 。 如 图 2. 4. 7 
(a) 是 简单 多 面体 ,图 2.4.7(b) 不 是 简单 多 面体 。 


图 2.4.7 
上 述 公 式 @ 通 常 称 为 “ 欧 拉 公 式 "”。 对 于 我 们 熟悉 的 正 多 面体 或 
是 对 于 像 图 2.4. 7(a) 那 样 的 一 般 简 单 多 面体 ,该 公式 都 是 成 立 的 。 
例如 对 正方 体 ,V = 8, 巨 = 12, 下 = 6, 满足 
V—-E+F=8—12+6=2 
对 图 2.4.7(a) 所 示 的 多 面体 ,V = 8, E = 14, 下 一 8, 同样 有 
V—-E+F=8—14+8=2 
下 面 我 们 就 对 图 2. 4. 7(a) 中 的 简单 多 面体 来 证 明 欧 拉 公 式 。 
证 明 的 方法 可 以 用 于 一 般 的 简单 多 面体 。 这 个 证 明 富 有 启发 性 ,对 
理解 数学 证 明 不 无 好 处 。 
对 图 2.4.7(a) 中 的 简单 多 面体 ,我 们 设想 它 是 空心 的 , 且 表面 
是 由 橡皮 做 成 。 我 们 割 去 多 面体 的 一 个 面 CGHF, 对 剩 下 的 表面 作 
拉 伸 .压缩 等 连续 变形 (拓扑 变换 ) ,把 剩 下 的 部 分 展 平 在 平面 上 (图 
2.4.8(a))。 


(a) (b) (9 
图 2.4.8 
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此 时 我 们 可 以 再 进一步 变形 ,让 每 一 条 边 仍然 是 直线 段 。 在 这 
个 变形 的 过 程 中 ,这 部 分 的 各 个 面 的 面积 , 棱 的 长 度 , 棱 与 棱 的 夹 角 
等 等 都 会 发 生变 化 。 但 是 ,在 平面 上 展 平 后 得 到 的 网 络 所 包含 的 顶 
点 的 数目 和 棱 的 数目 , 仍 和 原来 多 面体 的 顶点 数 和 楼 数 一 样 多 。 不 
同 的 是 ,网 络 所 含 多 面体 的 多 边 形 的 数目 , 比 原来 多 面体 的 面 数 少 1 
(因为 展 平 前 已 经 去 掉 了 一 个 面 CCHF)。 这 样 ,我 们 只 要 证 明 ,对 
于 平面 网 络 , 下 述 公 式 @ 成 立 。 


V 一 E+F=1 @) 


首先 ,我 们 把 平面 网 络 “ 分 成 三 角形 ”: 若 网 络 的 多 边 形 不 是 三 角 
形 , 就 用 添加 边 的 方法 使 网 络 内 的 多 边 形 都 变 成 三 角形 (图 2. 4. 8 
(b)。 注 意 每 加 一 条 边 ,同时 也 增加 了 一 个 面 ,但 是 顶点 数 不 变 。 因 
此 增加 边 的 方法 不 会 改变 公式 左边 V 一 E 十 F(== 顶点 数 一 棱 数 十 
面 数 ) 的 数值 。 这 说 明 只 要 讨论 网 络 的 多 边 形 都 是 三 角形 的 情况 。 

其 次 ,在 网 络 的 三 角形 中 ,有 些 三 角形 的 边 在 网 络 的 边界 上 。 例 
如 图 2. 4.8(b) 三 角形 DGC, 有 一 条 边 GC 在 网 络 边界 上 。 也 可 能 网 
络 的 三 角形 有 两 条 边 在 边界 上 ,如 图 2.4. 8(c) 中 三 角形 ADC 的 AC 
和 DC 在 边界 上 。 我 们 取 一 个 这 样 的 三 角形 ,去 掉 不 属于 其 他 三 角 
形 的 部 分 。 例 如 取 图 2. 4. 8(b) 三 角形 DGC, 去 掉 边 GC 和 一 个 面 ， 
保留 项 点 D、G、C 和 边 DG 和 DC。 这 时 ,三 角形 DGC 减少 了 一 条 
边 和 一 个 面 ,V 一 E 十 F(= 顶点 数 一 棱 数 十 面 数 ) 的 数值 不 变 。 而 
对 图 2. 4.8(c) 中 三 角形 ADC, 去掉 边 AC、DC 一 个 顶点 C 和 一 个 
面 ADC ,保留 顶点 A、D 和 边 AD。 这 时 三 角形 ADC 减少 了 两 条 
边 ,一 个 面 和 一 个 顶点 , V 一 下 十 下 的 数值 仍然 不 变 。 用 这 种 方法 依 
次 去 掉 边 在 网 络 边界 的 三 角形 ,而 每 次 都 不 会 改变 V 一 EE 十 下 的 数 
值 。 由 于 去 掉 这 样 的 三 角形 后 会 使 一 些 原来 没有 边 在 网 络 边 界 的 三 
角形 变 成 边 在 网 络 边 界 的 情况 ,这 个 过 程 到 有 限 步 后 得 到 只 剩 下 一 
个 三 角形 。 而 对 一 个 三 角形 来 说 , V 一 已 十 下 = 顶点 数 一 核 数 十 面 
数 = 3 一 3 十 1 = 1。 由 于 原先 的 多 面体 比 网 络 多 一 个 面 ,因而 对 多 面 
体 来 说 ， 
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V 一 正 十 下 = 顶点 数 一 棱 数 十 面 数 
= 网 络 的 (V 一 已 十 F) 十 1 一 2 


3. 地 图 的 四 色 问 题 


1852 年 ,英国 业余 数学 家 弗朗西斯 格 斯 里 在 为 英国 分 郡 地 图 
着 色 时 ,发 现 了 一 个 看 似 简单 但 他 却 无 法 回答 的 问题 :为 任何 地 图 着 
色 , 并 使 任何 两 个 有 公共 边界 的 区 域 的 颜色 都 不 同 ,那么 最 少 需要 多 
少 种 颜色 ? 
对 于 图 2.4. 9 所 示 的 包括 四 个 国家 的 地 图 ， 
显然 需要 四 种 颜色 。 但 是 格 斯 里 想 知道 对 所 有 
的 地 图 而 言 ,四 种 颜色 是 否 足够 ,是 否 有 些 地 图 
一 定 要 5 种 .6 种 或 更 多 的 颜色 ? 他 后 来 又 轰 转 
向 当时 著名 的 数学 家 德 ， 摩根 请 教 。 德 ， 摩根 
不 能 回答 这 个 问题 ,但 是 他 证 明了 ,任何 地 图 上 图 24.9 
不 会 有 这 样 的 五 个 国家 存在 ,其 中 每 一 个 国家 都 
和 其 余 四 个 相 邻 。 这 个 结论 使 他 相信 ,给 任何 地 图 着 色 不 需要 五 种 
颜色 。 进 一 步 他 猜想 : 
画 在 纸 上 的 任何 地 图 只 用 四 种 颜色 就 能 使 具有 相同 边界 的 国家 
染 有 不 同 的 颜色 。 
这 就 是 所 谓 的 “四 色 问 题 "。 四 色 问 题 是 拓扑 学 中 的 著名 问题 。 
这 里 ,四 色 问 题 断言 ,不论 地 图 上 有 多 少 国家 ,也 不 论 这些 国 家 的 位 
置 如 何 , 只 需要 四 种 颜色 就 能 使 相 邻 国家 着 
不 同色 。 德 * 摩根 关于 地 图 上 不 会 有 五 个 
国家 彼此 都 相 邻 的 论据 并 不 能 作为 四 色 猜 
想 的 证 明 ,这 里 的 关键 问题 可 以 用 图 2. 4. 10 
来 说 明 :虽然 图 中 的 任何 四 个 国家 都 不 会 和 
其 他 三 个 国家 相 邻 ,但 是 仍 需 要 四 种 颜色 才 
图 2.4.10 能 使 相 邻 国家 不 同色 。 
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这 里 说 的 相 邻 国家 指 的 是 有 公共 的 边界 ,而 不 是 只 有 相同 的 一 
个 或 几 个 点 。 所 谓 的 国家 ,这 里 假设 是 一 个 连通 的 区 域 , 即 区 域内 任 
何 两 点 可 以 用 一 条 完全 在 区 域内 的 曲线 连接 起 来 。 如 果 有 一 个 国家 
由 几 个 连通 的 区 域 组 成 ,这 几 个 区 域 彼此 不 相连 通 , 则 可 以 用 一 些 具 
体 地 图 说 明 四 色 猜 想 不 成 立 。 

1890 年 达 勒 姆 大 学 的 数学 家 希 伍德 证 明了 :对 任何 地 图 ,五 种 
颜色 总 是 足够 的 。 但 是 ,四 种 颜色 同样 够 用 在 很 长 一 段 时 间 内 仍然 
只 是 猜想 。 在 这 个 猜想 得 到 理论 上 的 证 明 以 前 ,总 是 存在 着 画 出 一 
张 地 图 以 否定 四 色 问 题 的 猜想 的 可 能 性 。 从 19 世纪 中 叶 以 来 ,许多 
著名 的 数学 家 (还 有 无 数 业余 的 数学 家 ) 在 四 色 问 题 上 倾注 了 大 量 的 
精力 。 在 这 个 实用 价值 微小 的 问题 上 ,数学 家 如 此 孜孜 不 倦 地 探究 
问题 的 答案 ,事实 上 与 数学 发 展 过 程 的 一 些 根本 问题 有 关 。 

19 世纪 末 , 数 学 家 建立 了 许多 强 有 力 的 理论 ,使 他 们 能 解决 许 
多 困难 的 问题 。 这 些 成 功 使 他 们 觉得 ,只 要 是 用 数学 语言 合理 地 提 
出 的 问题 ,总 是 能 够 用 适当 的 理论 来 解决 的 。 对 于 四 色 问 题 ,很 容易 
用 数学 语言 使 任何 外 行人 一 听 就 懂 。 数 学 家 之 所 以 没有 解决 这 个 问 
题 ,是 因为 数学 家 还 没有 发 现 适当 的 数学 方法 。 

但 是 这 个 信念 在 20 世纪 中 叶 受 到 了 冲击 。30 年 代 的 奥地利 数 
学 家 哥 德 尔 在 有 关 数 理 罗 辑 的 研究 中 发 现 ,在 似乎 最 自然 的 逻辑 系 
统 中 ,有 些 语句 是 真 的 ,但 不 能 在 这 个 体系 里 得 到 证 明 。 还 有 一 些 可 
以 用 很 简短 的 语句 陈述 的 语句 ,但 其 最 短 的 证 明 也 会 是 非常 长 ,以 至 
于 不 可 能 在 合理 的 时 间 内 写 下 来 。 在 50 年 代 ,数学 家 发 现 ,同样 的 
困难 在 数理 逻辑 以 外 的 数学 分 支 也 存在 。 于 是 有 些 人 认为 ,既然 四 
色 问 题 的 猜想 研究 了 这 么 长 的 时 间 都 没有 解决 , 它 可 能 也 是 既 不 能 
否定 也 无 法 肯定 的 问题 。 也 有 些 人 认为 ,这 个 猜想 是 对 的 ,但 是 问题 
的 证 明 本 质 上 长 得 无 法 写 下 来 。 还 有 一 些 人 认为 ,上 述 的 危机 还 不 
至 于 发 生 在 四 色 问 题 上 ,必定 有 一 个 巧妙 的 数学 推理 最 终 证 明 或 否 
定 这 个 猜想 。 

经 过 许多 数学 家 的 努力 ,把 四 色 问 题 归结 为 近 二 千 种 情况 的 证 
明 。 但 是 靠 人 工 一 个 一 个 地 完成 判断 和 证 明 是 不 可 能 的 。 终 于 在 
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1976 年 ,三 位 美国 科学 家 阿 沛 . 哈 肯 和 摩尔 借助 于 当时 先进 的 计算 
机 , 花 了 1 200 小 时 , 作 了 近 100 亿 个 逻辑 判断 , 才 最 终 证 明了 四 色 问 
题 。 至 于 这 样 的 证 明 算 不 算 证 明 , 则 是 个 哲学 问题 了 。 

四 色 问 题 ,讨论 的 是 球面 上 或 平面 上 的 地 图 着 色 。 而 在 另外 类 
型 的 曲面 上 ,情况 就 不 是 这 样 。 例 如 ,对 像 救 生 茵 一 样 的 圆 环 曲面 ， 
早 在 四 色 问 题 得 到 证 明 以 前 有 人 就 已 经 证 明了 ,用 七 种 颜色 就 可 以 
给 这 种 曲面 上 的 任何 地 图 着 色 ,而 且 实 际 画 出 了 一 张 有 七 个 国家 的 
地 图 ,该 地 图 上 的 每 一 个 国家 都 和 其 余 六 个 国家 相 邻 。 这 个 “奇异 ” 
的 性 质 说 明了 球面 和 环 面 根本 的 差异 。 


习题 

1. 试 做 一 个 麦 比 乌 斯 带 ,验证 它 是 一 个 单 侧 曲面 ,验证 其 边界 
是 一 条 闭 曲线 。 再 沿 着 麦 比 乌 斯 带 的 中 线 剪 开 , 剪 以 前 想 一 下 会 得 
到 什么 样子 的 曲面 ,与 实验 得 到 的 结果 比较 。 

2. 对 图 5 中 的 曲面 , 试 画 出 不 组 成 曲面 划分 的 闭 曲线 , 分 别 看 
看 最 多 有 几 条 这 样 的 曲线 。 

3. 下 面 的 曲面 哪些 在 拓扑 变换 下 是 相同 的 ? 

脸 盆 ,草帽 ,鞋子 ,围巾 , 汗 衫 ,无 镜片 的 眼镜 ,运动 裤 ,袜子 , 搭 扣 
皮带 (使 用 时 和 不 使 用 时 )。 

4. 对 连通 阶 为 0、2、4、6 的 情况 各 举 一 个 实用 物品 的 例子 。 

5. 对 下 列 图 形 验 证 欧 拉 公式 : 
四 面体 ,五 棱柱 ,长 方 体 。 

6、 如 果 一 个 正 多 面体 的 每 个 面 是 等 边 三 角形 ,并 且 各 个 顶点 所 
在 的 三 角形 都 一 样 多 ,这 样 的 多 面体 的 面 有 几 种 ? 

7. 一 个 足球 由 32 个 正 五 边 形 和 正六 边 形 缝 制 而 成 。 问 五 边 形 
和 六 边 形 各 有 几 个 ? 
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第 五 节 ”矩阵 :生活 中 的 数学 


在 今天 这 个 数字 化 时 代 , 对 公民 来 说 ,最 重要 的 知识 和 技能 是 什 
么 ? 美国 芝加哥 大 学 的 Z* 尤 什 斯 金 教授 认为 ,数据 处 理 是 最 基本 
的 内 容 之 一 , 它 甚至 比 解 方程 和 几何 证 明 更 基本 。 为 此 我 们 在 这 里 
利用 大 家 在 生活 中 熟悉 的 实例 ,介绍 一 些 最 基本 的 数据 处 理 方法 。 


1. 超市 里 的 向 量 和 矩阵 


当 我 们 在 超市 里 消费 的 时 候 会 发 现 , 那 里 收银 员 的 记 账 、 算 账 方 
式 比 传统 的 营业 员 简 单 .利索 ,准确 得 多 ,这 一 切 归 功 于 超市 的 计算 
机 管理 系统 和 科学 的 数学 工具 。 

(1) 向 量 

在 物理 课 中 学 过 向 量 , 即 具 有 大 小 和 方向 的 量 称 为 向 量 。 例 如 ， 
力 , 有 大 小 和 方向 ,因而 是 向 量 。 然 而 ,超市 怎么 会 和 向 量 有 关 呢 ? 

在 中 学 教材 的 复数 这 一 节 里 ,说 过 复数 = 平面 向 量 5 和 一 对 实 
数 (a, 5) 是 一 一 对 应 的 : 

z=atbio(a, Do 

请 大 家 注意 ,(a, 5) 无 非 是 两 个 有 序 的 实数 。 推 而 广 之 ,我 们 把 
nn 个 有 序 的 数据 a;，as，…， a 称 做 一 个 n 维 向 量 A, 它 有 个 坐 
标 , 记 作 : 

A= (a, as, *, an) 
这 样 的 维 向 量 , 我 们 随处 可 见 , 并 不 陌生 。 看 看 你 每 个 月 的 工 
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职务 工资 ” 岗位 津贴 。 书 报 费 。 午餐 补贴 奖金 总 数 
800 230 40 100 350 1 520 


这 就 是 一 个 6 维 向 量 。 所 谓 “ 有 序 ”, 是 指 每 个 位 置 都 有 特殊 的 
意义 ,不 可 随意 颠倒 。 

向 量 的 好 处 是 表述 简单 ,运算 简便 。 例 如 它们 可 以 作 加 减 运算 ， 
即 把 它们 的 对 应 项 相 加 ( 减 ) 法 就 是 了 : 

若 A= (a, as,…, ar), B= (bl, b:, .…, bn), 

则 A+B= (al, az,…， as) 十 (bp ，…， b,) 

= (gt+bi, az 二 by, *…, a ++b,)o 

如 果 你 要 计算 两 个 月 工资 收入 的 分 类 明细 数目 ,只 需要 把 两 个 

月 的 工资 向 量 相 加 : 


A = (800, 230, 40, 100, 350, 1 520) 


B= (800, 160, 40, 0, 0, 1000) 


则 A+B= (1600, 390, 80, 100, 350, 2 520) _ 

一 个 企业 的 财务 科 ,需要 把 每 个 员工 的 “工资 向 量 "保存 在 计算 
机 里 ,于 是 要 统计 全 体 员工 的 工资 总 额 \ 奖 金 总 额 , 书 报 费 总 额 等 等 ， 
只 需 将 各 人 的 工资 向 量 统统 加 起 来 ,就 一 清二 楚 了 。 

向 量 不 仅 可 以 相 加 ,还 可 以 相 乘 。 现 在 让 我 们 来 看 一 个 超市 里 
买 东 西 的 情形 。 

超市 里 有 很 多 种 商品 ,为 了 简单 起 见 , 不 妨 假设 只 有 5 种 : 蛋 、 
糖 .奶粉 . 藕 粉 和 香肠 。 我 们 将 它们 编 上 号 码 ,依次 为 1 号 .2 号 、3 
号 .4 号 和 5 号 。 于 是 每 一 笔 生意 都 与 5 维 的 顾客 购 货 量 向 量 


A= (a, 4a, ,as) 


和 5 维 的 价格 向 量 

B= (b, b, , bs) 
有 关 , 其 中 w 表示 顾客 购买 第 i 号 货物 的 数量 ,b; 表示 第 i 号 货物 的 
单价 (i = 1, 2, 3, 4, 5)。 
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如 果 一 位 顾客 买 了 4 斤 蛋 ,1 斤 糖 和 10 斤 藕 粉 。 于 是 我 们 便 得 
到 这 位 顾客 的 购 货 向 量 : 


A=(4,1,0, 10,0) 


假设 上 述 5 种 商品 的 单价 为 : 
蛋 奶粉 若 粉 香肠 
(500 克 ) (500 克 ) (500 克 ) (500 克 ) (500 克 ) 
单价 (元 ) 1 0.7 3 0.2 4 
于 是 我 们 有 价格 向 量 
B= (1,0.7,3, 0.2, 4) 
那么 顾客 应 付款 应 该 是 


4X1 二 1X0.7 二 0X3 十 10X0.2 十 0X4 
一 4 十 0.7 十 2 = 6.70( 元 ) 
我 们 把 6. 70 叫 作 购 货 向 量 A 和 价格 向 量 B 的 数量 积 , 记 作 
A.B= (4,1, 0, 10, 0). (1, 0.7, 3, 0.2, 4) 
对 这 个 超市 来 说 ,每 一 笔 生意 只 需 用 一 个 5 维 向 量 
A 一 (al，az，…，a5) 
就 能 记录 下 全 部 购 货 信息 。 对 于 超市 来 说 ,商品 的 价格 、 店 中 货物 的 
库存 量 、 每 日 销售 总 量 也 都 是 向 量 。 因 此 管理 一 个 商店 ,所 接触 的 数 
字 信 息 可 以 说 都 是 向 量 ,所 进行 的 统计 运算 都 是 向 量 的 加 减 和 数量 
积 。 大 型 超市 有 成 干 种 商品 ,成 万 笔 生意 ,就 需要 考虑 成 万 个 成 干 维 
的 向 量 , 人 工 记 录 和 计算 工作 量 很 大 ,也 容易 出 错 ,于 是 就 把 这 些 机 
械 的 记忆 和 计算 规则 由 计算 机 去 执行 ,这 就 是 计算 机 管理 。 其 实 这 
里 用 到 的 最 基本 的 数学 工具 就 是 向 量 的 运算 ! 主要 涉及 向 量 的 加 减 
和 数量 积 , 这 两 种 运算 的 一 般 法 则 是 : 
A 土 B= (4a, ar, ,an)+(b, bo, **, b,) 
= (a 十 02 土 by，…, an 士 b,) 
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A*B=(av a ym) (0 Db, ,i) 
= qb 二 asbi 十 … 十 ab。 

从 上 面 的 例题 和 法 则 可 见 ,两 个 同样 维 数 的 向 量 才能 进行 加 减 
和 数量 积 运算 ;两 个 向 量 加 减 的 结果 是 一 个 向 量 ,两 个 向 量 的 数量 积 
是 一 个 数 。 

(2) 矩阵 

超市 里 一 般 有 很 多 顾客 ,要 记录 ,管理 和 计算 很 多 向 量 ,这 时 也 
可 把 矩阵 作为 工具 。 

例如 ,有 A! 、A: 、A;、As 四 个 顾客 ,他 们 购 货 数量 如 下 


蛋 糖 奶粉 稿 粉 香肠 
(500 克 ) (500 克 ) (500 克 ) (500 克 ) (500 克 ) 


A= 


10 8 7.5 100 31 
2.5 7 6.4 232 9 
叫做 购 货 的 数量 矩阵 。 这 是 一 个 四 行 五 列 , 即 4X5 的 矩阵 。 每 
一 行 都 是 一 个 5 维 的 向 量 ,它们 分 别 表示 下 个 顾客 购 货 的 数量 和 矩阵， 
它们 与 单价 矩阵 的 数量 积分 别 表示 四 个 顾客 应 付 的 款 数 ,这 四 个 数 
量 积 构成 的 向 量 : 


1 
EE 21F07 0 5.5 

0.7 
7 _ |29.0 0 
10 8 7.5 100 31 182.1 
2.5 7 6.4 232 9- 109.0 
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就 是 矩阵 A 与 向 量 B 的 乘积 , 记 作 4. B。 

从 计算 中 我 们 不 难看 出 ,在 进行 矩阵 与 向 量 的 乘法 时 ,矩阵 的 列 
数 必 须 与 向 量 的 维 数 相同 ,而 积 向 量 的 维 数 恰 与 矩阵 的 行 数 相同 。 

在 @ 式 中 ,我 们 把 价格 向 量 写成 有 序 的 一 列 数 , 它 的 实际 意义 与 
写成 一 行 数 是 一 样 的 ,只 是 满足 数学 表达 上 的 规范 性 要 求 而 已 。 写 
成 (a1， as,…, a,) 的 n 元 向 量 可 看 作 是 1 Xn 的 矩阵 ;写成 


a 


a2 


an 


的 n 元 向 量 可 看 作 是 nw X 1 的 矩阵 。 因 此 @ 式 也 可 看 作 是 矩阵 与 矩 
阵 的 乘法 。 

作为 经 营 单位 ,超市 是 需要 计算 利润 的 。 如 果 上 述 五 种 商品 的 
单位 利润 如 下 : 


奶粉 
(500 克 ) 
0.3 


蛋 
(500 克 ) 
0.2 


糖 
(500 克 ) 


0.1 


利润 (元 ) 

利润 额 的 计算 方法 与 营业 额 的 计算 方法 一 样 ,只 要 求 出 顾客 购 
货 的 数量 矩阵 A 与 单位 利润 向 量 C = (0.2, 0.1, 0.3, 0.05, 0.4) 
的 乘积 : 


0.2 
ii 0 0 1 
10 5 0 0 0 3.9 
A-.:C= 0.3 |= 
‘ 10 8 7.5 100 31 人 22.45 @ 
2.5 7 6.4 232 9 18. 32 
0.4 


@ 式 右边 就 是 每 笔 生意 的 利润 额 。 
如 果 超 市 要 在 计算 每 笔 生意 的 营业 额 同 时 ,可 一 并 计算 其 利润 
额 ,那么 就 应 该 进行 如 下 的 矩阵 乘法 : 
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1 0.2 
1 0 4 0 5.5 151 
0.7 0.1 
0。 二 0 0 29.0 3.9 
3 0.3 |= 图 
10 8 7.5 100 31 182.1 22.45 
0.2 0.05 
2.5 7 6.4 232 9 109.0 18.32 
4 0.4 


仔细 观察 ,可 见 图 式 的 左边 的 第 一 个 矩阵 是 购 货 的 数量 矩阵 ,第 
二 个 矩阵 是 单价 向 量 和 利润 向 量 构 成 的 矩阵 ,它们 的 乘积 得 到 右边 
的 矩阵 ,这 个 矩阵 的 第 一 列 是 每 笔 生意 的 营业 额 ,第 二 列 是 每 笔 生意 
的 利润 额 。 这 就 是 矩阵 与 矩阵 的 乘积 。 同 理 ,如 果 该 超市 还 要 计算 
每 笔 生意 所 产生 的 其 他 指标 额 (如 成 本 、 损 耗 等 等 ) ,也 可 类 似 地 同时 
进行 。 

一 般 地 ,两 个 矩阵 的 乘积 的 运算 方法 如 下 : 


ay di an] [oun br 2 bu 
We 
> : 和 3 
Gm ae arm [Ba Ba be 
则 矩阵 A 与 B 的 乘积 AB 等 于 垂 阵 
Cl11 Cl2 Cu 
二 C21 C21 
人 
其 中 
ES 


i=1,2,.…,m j=1,2,.…,1 
向 量 和 和 矩阵 在 实际 生活 和 理论 研究 中 都 有 非常 广泛 的 应 用 ,上 
述 仅 是 最 简单 的 一 例 。 
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2. 体育 比赛 中 的 评分 规则 


大 干 世界 ,到 处 是 数据 :每 个 人 的 身高 和 体重 ,每 个 学 生 的 成 绩 、 
每 个 工人 的 工资 每 个 灯泡 的 寿命 ,每 场 比赛 的 得 分 等 等 ,一 大 堆 的 
原始 数据 往往 会 使 人 眼花 综 乱 ,难以 把 握 。 如 果 能 用 一 个 代表 数 ,来 
概括 地 、 准 确 地 刻画 这 一 大 堆 数据 的 特征 ,将 是 十 分 必要 的 。 例 如 
我 们 常 说 ;“ 我 班 的 数学 成 绩 平均 为 82 分 ”;“ 某 公司 职工 的 平均 工资 
为 2 200 元 ”;“ 某 种 品牌 的 灯泡 的 平均 寿命 为 1 000 小 时 ”;“ 一 场 复 
球赛 中 ,平均 每 个 队员 的 得 分 数 为 25 分 "等 等 。 这 些 都 是 用 一 个 代 


表 数 来 刻画 许多 数 的 例子 。 
那么 对 于 ”个 数 zx; ，rz ，…，zw, 怎 样 来 选取 代表 数 呢 ? 
最 常用 的 代表 数 是 用 算术 平均 数 


z= (ntzt+ +z) 


作为 代表 数 。 上 面 的 例子 中 的 代表 数 几乎 都 是 算术 平均 数 。 
另 一 种 常用 的 代表 数 是 中 位 数 。 中 位 数 的 一 般 定义 如 下 : 
设 有 ?个 数据 ,将 他 们 从 小 到 大 依次 排列 为 


Ta 
如 果 是 奇数 时 ,那么 第 并 志 项 的 值 就 是 该 组 数据 的 中 位 数 ; 


如 果 是 偶数 时 ,那么 第 项 和 第 全 十 1 项 的 平均 值 就 是 该 组 数据 


的 中 位 数 。 
例如 数据 组 
6, 6.5, 6.6, 6.6, 6.65, 6.7, 6.8, 6.8, 8, 
它 的 中 位 数 为 6. 65。 如 果 再 添上 一 个 数据 9, 则 数据 组 的 中 位 数 为 


.65+6.7 一 6.675 
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平均 数 和 中 位 数 对 原始 数据 组 都 有 比较 好 的 代表 性 ,其 中 平均 
数 能 概括 地 表现 所 有 数据 的 集中 态势 ,而 中 位 数 准 确 地 表示 出 数据 
的 中 等 水 平 。 但 它们 也 各 有 局 限 性 ,例如 个 别 特别 大 或 特别 小 的 孤 


立 数据 , 极 有 可 能 是 不 正常 数据 ,但 它 却 能 影响 平均 数 的 大 小 ;而 对 “ 


于 中 位 数 来 讲 ,事实 上 影响 中 位 数 大 小 的 只 是 原始 数据 组 中 极 少 量 
的 几 个 数据 ,其 他 大 部 分 数据 的 大 小 没有 充分 体现 出 来 。 

因此 在 竞争 剧烈 的 体育 比赛 中 ,为 了 评分 的 公平 ,常常 先 由 几 个 
裁判 分 别 评分 ,然后 将 裁判 的 评分 “去 掉 一 个 最 高 分 ,去 掉 一 个 最 低 
分 ", 求 其 他 分 数 的 平均 值 作 为 运动 员 的 得 分 。 这 样 的 评分 规则 有 什 
么 好 处 呢 ? 我 们 具体 地 分 析 一 下 。 

设 有 五 个 裁判 对 一 位 运动 员 的 表现 进行 评判 ,它们 的 评分 依 
次 为 

8.6, 8.8, 9, 9.3, 9.3 


这 里 平均 数 和 中 位 数 都 是 9。 
如 果 某 个 裁判 出 于 偏见 ,故意 压低 该 运动 员 的 得 分 ， 例如 现在 的 
评分 为 
8.1, 8.8, 9, 9.3, 9.3 
这 时 的 平均 分 为 8.9 分 , 而 中 位 数 仍然 是 9 分 。 可见, 个 别 裁 
判 的 不 公正 评分 (过 低 或 过 高 ) 会 影响 平均 分 ,但 一 般 不 影响 中 位 数 。 
由 于 评分 总 有 随机 性 ,即使 裁判 对 运动 员 没 有 偏见 ,不 会 故意 压 
低 或 提高 分 数 ,随机 误差 也 是 不 可 避免 的 。 如 果 一 位 裁判 把 原 9 分 
打 成 9.2 分 ,于 是 评分 结果 为 
8.6, 8.8, 9.2, 9.3, 9.3 


这 时 平均 分 为 9.04 分 ,而 中 位 数 为 9. 2 分 , 比 平均 数 的 改变 大 
得 多 。 这 是 因为 中 位 数 仅仅 依赖 于 处 在 最 中 间 的 一 个 或 几 个 数据 ， 
几乎 完全 不 反映 两 旁 的 数据 变化 ,使 得 处 在 中 间 的 数据 误差 被 不 合 
理 地 扩大 为 整体 数据 的 误差 ,而 平均 数 的 算法 却 能 将 这 类 误差 合理 


地 分 解 了 。 
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因此 ,采用 “去 掉 一 个 最 高 分 ,去 掉 一 个 最 低 分 ”, 求 其 他 分 数 的 
平均 值 的 规则 既 可 以 降低 极端 分 数 的 影响 ,又 可 以 避免 给 中 间 几 个 
数据 太 大 的 权重 ,合理 地 分 解 所 有 裁判 的 评分 误差 。 

除了 平均 数 和 中 位 数 之 外 , 众 数 也 可 作为 数据 组 的 代表 数 , 即 数 
据 组 中 重复 出 现 次 数 最 多 的 那个 数据 。 在 上 述 数据 组 中 ,9. 3 就 是 
众 数 。 


3. 有 奖 销售 与 彩票 


美好 的 愿望 总 是 与 风险 并 存 。 人 们 在 投资 时 总 是 希望 有 高 的 回 
报 率 , 但 有 时 会 血本 无 归 ; 人 们 在 买 彩票 时 总 是 希望 能 中 奖 ,但 往往 
会 一 次 又 一 次 的 失望 ,这 是 大 多 数 人 在 生活 中 经 历 过 的 体会 。 尽 管 
如 此 ,但 人 们 还 是 一 次 又 一 次 满怀 希望 地 冒险 ,然后 尝试 成 功 的 喜悦 
或 失败 的 愧 恼 。 一 般 来 说 ,我 们 无 法 确定 自己 美好 的 愿望 是 否 会 贺 
满 地 实现 ,但 是 我 们 应 该 估计 到 自己 冒 的 风险 有 多 大 。 数 学 家 以 期 
望 值 来 分 析 风 险 ,衡量 风险 的 大 小 ,以 便 作出 正确 的 决策 。 

帕斯卡 (Pascal) 首 先 提出 了 数学 期 望 值 的 概念 :如 果 卖 出 彩票 
1000 张 ,奖金 总 额 为 500 元 ,那么 你 每 购买 一 张 彩 票 的 期 望 值 为 


1 到 
500 X T0056 二 0.50( 元 ) 


如 果 你 买 了 600 张 , 那 么 期 望 值 将 是 


600 Ee 
= = 300 
0.5 xX 600 T1000 X500 = 300( 元 ) 


一 般 地 ,定义 期 望 值 E 为 概率 p 乘 以 奖金 数 A: 
E= pA 
为 了 便于 解释 期 望 值 的 计算 公式 ,我 们 假设 在 每 1 000 张 彩票 
中 ,有 2 张 中 奖 100 元 ,有 1 张 中 奖 300 元 。 如 果 你 只 买 1 张 彩 票 ， 
那么 可 能 获奖 金 300 元 ,也 可 能 获奖 金 100 元 或 者 没有 奖金 ,究竟 会 
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出 现 哪 种 情况 是 无 可 预料 的 。 但 是 如 果 你 买 彩票 较 多 的 话 , 那 么 根 
据 彩 票 总 体 的 情况 ,你 每 买 1 000 张 彩票 ,平均 可 能 会 出 现 997 张 空 
票 (没有 奖金 )、2 张 100 元 ,一 张 300 元 的 情况 。 所 以 每 当 你 买 了 
1 000 张 彩票 时 ,可 计算 得 的 奖金 额 平均 应 该 是 


997X0 十 2X100 十 1X300= 500( 元 ) 
于 是 你 只 买 1 张 彩票 时 ,平均 的 奖金 额 应 该 为 
997X0 十 2X100 十 1X300 


1000 
997 2 1 
1000X0 十 1000 义 100 十 1000X300 
一 0.997X0 十 0.002X100 十 0.001X300 


一 0.5( 元 ) 
上 述 结果 可 以 表达 成 公式 , 即 数 学 期 望 
E=p:A+p: Astp :Ao 


其 中 A , A,, As 是 各 种 不 同 的 奖金 额 ,Pp 、p:、ps 分 别 是 获得 
奖金 A! ，A: ,A 的 概率 。 

更 一 般 地 ,如 果 一 个 随机 变量 z( 上 述 问 题 中 是 所 获奖 金额 ) 所 
有 可 能 出 现 的 状态 有 A ，As… A,, 而 出 现 这 些 状态 的 概率 依次 是 
Pi; pi … pa(i 十 ps 十 … 十 p. = 1), 那么 随机 变量 z 的 期 望 什 


下 一 包 . Ai 十 和 .As 十 … 十 加 A, 


事实 上 ,数学 期 望 就 是 算术 平均 数 的 推广 。 

例 1 有 一 场 赌 博 的 规则 如 下 : 掷 一 个 正六 面体 仙 子 , 若 出 现 1， 
则 你 赢 10 元 ;车 出 现 2、3 或 4, 则 你 输 2 元 ; 若 出 现 5 或 6, 不 输 不 
赢 。 问 这 样 的 规则 对 你 是 否 有 利 ? 


对 于 这 样 的 问题 ,我 们 应 该 计算 期 望 信 。 出 现 1 的 概率 是 言 ,出 
现 2, 3 或 4 的 概率 是 
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出 现 5 或 6 的 概率 是 霹 十 言 一 吉 , 所 以 期 望 值 


Ex 1 1 
E=X1l0+X( 2)+X0 


因此 ,这 场 竞赛 对 你 是 有 利 的 。 

以 上 我 们 举 的 是 拨 钥 子 , 买 彩票 的 例子 ,但 并 不 是 只 有 赌博 才 会 
磁 到 期 望 值 问题 。 事 实 上 我 们 天 天 在 和 期 望 值 打交道 。 

例 2 一 家 个 体 户 有 一 笔 资 金 ,如 果 经 营 西瓜 ,风险 大 但 利 
润 高 (能 赚 的 概率 为 0.7, 获 利 2 000 元 ) ;如 经 营 工艺 品 ,风险 小 
但 获 利 也 小 (能 赚 的 概率 为 0. 95 ,利润 为 1 000 元 )。 究 竟 该 如 
何 决策 ? 

若 经 营 西瓜 , 则 期 望 值 E = 0.7X2000, 即 1 400 元 ;而 经 营 工 
艺 品 ,期 望 值 已 , = 0.95X1000, 即 950 元 。 所 以 权衡 下 来 ,情愿 “ 搏 
一 记 ”, 去 经 营 西瓜 , 因 它 的 期 望 值 较 高 。 

期 望 值 这 个 概念 ,并 不 是 很 容易 接受 的 。 在 有 些 人 看 来 ,如 果 中 
奖 就 拿 500 元 ,不 中 奖 就 一 分 钱 也 没有 ,这 个 期 望 值 0. 5 元 (中 奖 概 
率 0. 001 乘 以 500) 是 个 什么 “东西 ”? 应 该 说 我 国 公民 对 这 一 数学 
知识 的 理解 和 认识 还 是 很 差 的 , 远 不 及 “平均 数 ” 和 “百分比 ”那样 普 
及 。 但 是 在 商品 经 济 不 断 发 展 的 今天 ,风险 处 处 存在 ,决策 时 时 要 
作 。 如 无 “期 望 值 ”的 概念 ,作为 领导 者 也 许 会 对 专业 人 员 写 的 可 行 
性 报告 也 看 不 懂 , 那 怎么 进行 工作 ? 

这 里 我 们 不 妨 举 一 个 某 省 关于 某 工 程 的 投资 决策 的 实例 。 

例 3 某 新 工艺 流程 如 投产 成 功 可 收益 300 万 元 。 但 投产 之 
前 ,必须 经 过 小 型 试验 和 中 型 试验 ,试验 经 费 分 别 需 2 万 元 和 36 
万 元 。 小 型 试验 的 成 功率 为 0.7, 如 果 连 做 两 次 小 型 试验 , 则 成 功 
率 可 提高 到 0. 8 ,在 小 型 试验 基础 上 的 中 型 试验 的 成 功率 为 0. 7， 
如 果 直 接 搞 中 型 试验 的 成 功率 为 0. 5。 应 该 如 何 决策 ,才能 获 利 
最 多 ? 
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解 共有 三 种 决策 : 
@ 一 次 小 型 试验 和 一 次 中 型 试验 。 此 时 工程 的 所 有 可 能 情况 
及 其 概率 如 下 : 


工程 投资 获 益 的 期 望 值 
E = 0.49 X 262 十 0.21X (一 38) 十 0.3X (一 2) = 119. 8( 万 元 ) 


@ 两 次 小 型 试验 和 一 次 中 型 试验 ,此 时 工程 的 所 有 可 能 情况 及 
其 概率 如 下 : 


两 次 小 型 试验 中 型 试验 
成 败 | 概率 | 成 改 | 概率 
成 功 0.7 
失败 0.3 


成 功 | 0.8 | 


失败 0.2 


工程 投资 获 益 的 期 望 什 


E, 一 0.56X260 十 0.24X (一 40) 十 0.2X (一 4) 一 135. 2( 万 元 ) 


@ 有 些 领导 急于 求 成 , 想 省 去 小 试 ,直接 搞 中 试 ,此 时 工程 的 所 
有 可 能 情况 及 其 概率 如 下 : 
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工程 投资 获 益 的 期 望 什 
Es = 0.5X264 十 0.5X (一 36) = 114( 万 元 ) 


显然 ,这 时 采取 第 二 方案 最 有 利 。 试 想 ,如 果 一 位 领导 者 没有 概 
率 知 识 , 对 期 望 值 概念 一 无 所 知 ,那么 他 如 何 做 出 科学 的 决策 呢 ? 

不 但 企业 的 领导 人 需要 决策 ,一 般 的 公民 和 消费 者 也 要 学 会 用 
期 望 值 进行 决策 。 

例 4 某 人 有 10 万 元 ,有 两 种 投资 方案 :一 是 购买 股票 ,二 是 存 
入 银行 获取 利息 。 买 股票 的 收益 取决 于 经 济 形势 ,假设 可 分 三 种 状 
态 :形势 好 、 形 势 中 等 .形势 不 好 ( 即 经 济 衰退 )。 若 形势 好 可 获 利 
40 000 元 , 若 形势 中 等 可 获 利 10 000 元 , 若 形 势 不 好 要 损失 20 000 
元 。 如 果 是 存 入 银行 ,假设 年 利率 为 8% , 即 可 得 利息 8 000 元 。 又 
设 经 济 形势 好 ,中 、 差 的 概率 分 别 为 30%、50% 和 20%。 试 间 应 选 
择 哪 一 种 方案 可 使 投资 的 效益 更 大 ? 

下 面 给 出 采用 期 望 值 作为 标准 的 解法 。 

设 a 为 购买 股票 ,az 为 存 银行 ,b 为 经 济 形势 好 ,6, 为 经 济 形 
势 中 等 ,0 为 经 济 衰退 , P(0.)(i = 1, 2, 3) 为 三 种 形势 的 概率 ,as 
为 第 i 种 方案 和 第 j 种 状态 结合 的 结果 ,把 它们 列 成 一 张 表 ( 称 之 为 
报 偿 表 ), 即 : 


hh (a 入 
P(b) = 0.3 P(0) = 0.5 P(p ) 一 0.2 
a | a= 40000 as = 10 000 ai 一 一 20 000 
an = 8 000 as = 8 000 am = 8 000 


从 上 表 可 以 看 出 ,如 果 在 经 济 形势 好 (9 ) 和 经 济 形势 中 等 (0:) 
的 情况 下 ,那么 购买 股票 是 合算 的 ;但 如 果 经 济 形势 衰退 (8,), 那 么 
采取 存 银行 的 方案 比较 好 。 然 而 人 们 事先 是 不 知道 哪 种 情况 会 出 
现 ,因此 采用 期 望 值 标准 是 比较 合理 的 。 方 案 a1, as 的 期 望 值 分 别 
为 : El = 40 000 X 0.3 十 10 000 X0.5 十 (一 20000) X0.2 一 
13 000( 元 ),E 二 8 000( 元 )。 
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因为 E, > E,, 所 以 方案 a 期望 的 收益 比 a 大 。 按 最 大 收益 
原则 ,应 采用 期 望 收 益 高 的 方案 ,淘汰 期 望 收益 低 的 方案 ,所 以 应 采 
用 购买 股票 的 方案 。 
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第 六 节 统计 :到 类 与 层次 分 析 


分 类 是 人 类 认识 客观 世界 的 基本 方法 之 一 。 人 们 把 所 研究 的 对 
象 分 成 若干 类 ,然后 分 门 别 类 地 进行 仔细 研究 ,从 而 加 深 对 事物 的 认 
识 。 例 如 通过 对 感冒 病人 病史 的 分 类 ,会 加 深 对 感冒 病因 的 认识 ;对 
公司 经 营业 绩 分 类 ,可 以 找到 改善 经 营 的 途径 。 历 史上 很 早 以 前 就 
有 分 类 学 这 门 学 问 ,但 那 时 主要 靠 专业 知识 进行 分 类 ,很 少 利 用 数学 
工具 。 随 着 生产 和 科学 技术 的 发 展 ,分 类 越 来 越 细 , 对 分 类 准确 性 的 
要 求 越 来 越 高 ,于 是 分 类 学 中 逐渐 应 用 数学 方法 ,逐渐 形成 了 “ 聚 类 
分 析 " 或 “ 聚 类 建 模 "的 学 问 。 

有 许多 方法 来 衡量 两 个 事物 的 接近 程度 。 我 们 将 每 个 事物 看 作 
数学 空间 中 的 一 个 点 ,在 这 个 数学 空间 中 规定 了 两 点 间 的 距离 ,以 距 
离 来 表示 事物 的 差别 程度 ,分 类 时 把 距离 近 的 点 归 成 一 类 。 这 就 是 
最 基本 的 聚 类 思想 。 


1、 有 序 事 物 的 聚 类 分 析 


例 1 儿童 每 年 增加 的 重量 与 儿童 的 生长 发 育 过 程 有 关 。 下 表 


列 出 1 至 11 岁 儿 童 每 年 平均 的 增 重 数 : 
年 ” 龄 7|s| 10 
1.4 2.3 


EE 
增 重 (千克 ) | 9.3 | 1.8 11.911.711.511.3 


从 表 中 可 以 粗略 地 看 到 :1 岁 是 儿童 增 重 的 高 峰 ;6 岁 是 儿童 增 重 
的 低谷 。 我 们 来 讨论 :应 该 把 1 岁 至 11 岁 的 儿童 分 成 几 个 发 育 阶 
段 ? 如 何 划 分 阶段 为 好 ? 
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2.1 


许多 实际 问题 中 的 事物 是 按 一 定 次 序 排列 的 ,这 样 的 事物 称 为 
有 序 事物 。 如 例题 中 儿童 的 增 重 数 按 年 龄 排序 ;历史 的 研究 按时 间 
的 先后 排序 ;地 质 勘探 取样 资料 按 地 层 的 深浅 排序 等 。 对 有 序 事物 
分 类 时 不 能 打 乱 原先 事物 的 次 序 。 我 们 现在 就 以 上 述 儿 童 增 重 的 问 
题 为 例 ,介绍 有 序 事物 分 类 的 方法 。 

以 = ，z… zu 记 与 年 龄 对 应 的 儿童 增 重 数 的 11 个 数据 ,z; 表 
示 i 岁 儿 童 的 增 重 数 ,例如 zs = 2.0 表示 8 岁 儿童 的 平均 年 增 重 为 
2.0( 千 克 )。 如 果 要 把 增 重 数 z! ,zs,…， zu 分 成 保持 次 序 的 3 个 
组 ,这 时 可 以 有 多 种 的 选择 。 例 如 


{1, 2, 31, 14, 5, 6, 7, 8}, {9, 10, 111} 


就 是 一 种 可 选择 的 分 类 方法 。 这 里 11, 2, 3| 表 示 把 1 一 3 岁 分 为 一 
组 ,14, 5, 6, 7，8} 表 示 把 4 一 8 岁 分 为 一 组 等 等 。 可 以 理解 :把 11 
个 事物 不 改变 其 排列 次 序 地 分 为 3 类 ,相当 于 在 10 个 位 置 (每 个 位 
置 想象 为 两 个 事物 之 间 的 “间隔 ”) 放 置 2 个 栅栏 。 因 此 按 组 合 方法 
总 共有 Ci = 45 (组 合 数 ) 种 分 法 。 

一 种 好 的 分 类 方法 ,应 该 使 处 于 同一 类 事物 之 间 的 差别 尽 可 能 
地 小 ,而 使 类 与 类 之 间 的 差别 尽 可 能 地 大 。 例 如 我 们 把 一 个 班级 的 
学 生 分 成 学 习 成 绩 好 中、 差 三 类 , 同 是 成 绩 好 的 一 类 的 学 生 之 间 应 
该 差别 不 大 ,而 若 一 个 属于 成 绩 好 的 一 类 , 另 一 个 属于 成 绩 中 的 一 
类 , 则 这 两 个 学 生 就 应 有 明显 的 差别 。 为 了 表示 类 内 部 事物 与 事物 
的 差别 ,我们 借用 统计 中 全 距 的 计算 方法 。 

现在 我 们 以 下 面 的 一 种 分 类 方法 : 

{1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7, 8}, {9, 10, 11} 


为 例 ,说 明 计算 类 内 差别 的 方法 。 其 中 第 一 类 {1, 2，31 对 应 的 数据 
为 :9. 3, 1.8, 1.9。 此 处 最 大 值 为 9. 3, 最 小 值 为 1.8, 这 一 类 内 的 差 
异 我 们 用 其 全 距 


9.3—1.8=7.5 


来 表示 。 第 二 类 |4, 5, 6, 7， 81 对 应 的 数据 中 最 大 值 和 最 小 值 分别 
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为 :2.0, 1.3, 于 是 这 一 类 内 的 差异 用 
2.0 一 1.3 一 0.7 
来 表示 。 同 理 ,第 三 类 {9, 10, 11| 的 类 内 差异 用 
2.3 一 1.9 一 0.4 
表示 。 为 衡量 上 述 分 类 方法 的 优 劣 ,我 们 计算 此 种 分 类 方法 中 的 三 
个 类 内 的 平均 差异 , 即 规定 该 分 类 方法 的 优 劣 指标 K 为 


7.5 十 0.7 十 0.4 _ 2.87 


人 一 3 


对 于 另 一 种 分 类 方法 
{1, 2, 3, 4}, 15, 6}, {17, 8; 9, 10, 11| 


其 第 一 类 的 类 内 差异 为 7. 6, 第 二 类 的 类 内 差异 为 0. 2, 第 三 类 的 类 
内 差异 为 0.9。 该 分 类 方法 的 优 劣 指标 为 2.9。 相 比 之 下 ,此 分 类 方 
法 不 如 前 一 种 分 类 方法 好 。 把 11 个 有 序数 据 分 成 3 类 共有 45 种 方 
法 ,计算 每 种 分 法 的 优 劣 指标 并 加 以 比较 ,可 以 得 到 最 好 的 (分 三 类 ) 
方法 为 


12， 3, 4, 5, 6, 7}, {18, 9, 10, 11} 
此 分 类 方法 的 优 劣 指标 K 是 0. 30。 
以 同样 的 方法 分 析 ,可 知 把 这 11 个 数据 分 成 两 类 的 最 好 分 类 方 
法 是 
1 12，3，…，10,，111 
这 时 的 优 劣 指标 K 为 0. 5。 那 么 这 11 个 数据 分 成 几 类 为 宣 呢 ? 


为 此 ,我 们 分 别 找到 把 11 个 数据 分 成 1 类 、2 类 、…、11 类 的 最 
dhs ane ade 
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由 表 可 看 到 ,如 果 把 1 至 11 岁 的 数据 只 分 成 一 类 (n = 1) 时 ， 
K = 8, 优 劣 指标 值 太 大 ;而 对 n 大 于 4 时 的 KK 值 相 差不多 ;而 当 
n 三 3 或 n= 二 4 时 ,K 值 已 降 为 0.30 和 0.20。 因 此 分 成 3 类 或 4 类 
为 宜 。 

我 们 也 许可 以 对 分 成 三 类 的 情况 予以 如 下 实际 解释 : 

儿童 从 1 岁 到 11 岁 可 分 为 三 个 阶段 :1 岁 的 儿童 睡 得 多 吃 得 
多 ,处 于 体重 增加 最 快 的 阶段 ;2 岁 至 7 岁 的 儿童 处 于 入 学 前 或 刚 入 
学 的 阶段 ,体重 增加 有 所 减缓 ;8 岁 至 11 岁 后 生活 规律 化 ,开始 进入 
发 育 期 ,体重 稳定 增加 。 


2. 系统 聚 类 


在 各 种 分 类 方法 中 ,系统 聚 类 是 被 应 用 最 广泛 的 方法 之 一 , 它 的 
聚 类 步骤 简 述 如 下 : 

假设 要 将 n 个 事物 分 类 。 

1) 先 将 个 事物 各 自 看 成 一 类 ,这 样 开始 时 共有 类; 

2) 规定 事物 之 间 的 距离 d, 以 表示 事物 之 间 差 别 ;同时 规定 类 
与 类 之 间 的 距离 D, 以 表示 类 之 间 的 差别 。 开 始 时 ,由 于 n 个 事物 各 
自 成 一 类 , 故 类 与 类 之 间 的 距离 就 是 事物 间 的 距离 ; 

3) 将 距离 最 小 的 两 个 类 合并 成 一 个 新 类 ,计算 新 类 与 其 他 类 的 
距离 ,再 将 距离 最 近 的 两 类 合并 。 

每 次 合并 可 减少 类 的 数目 ,直至 类 的 数目 满足 聚 类 的 要 求 为 止 。 
这 种 方法 称 为 系统 聚 类 。 

现在 以 4d(i, &) 表 示 第 i 个 事物 与 第 k 个 事物 间 的 距离 。 类 与 
类 的 距离 可 以 用 如 下 的 方法 规定 : 

设 Gi, Gs，,… 表 示 类 ,用 D(p, q) 记 类 G, 与 类 G。 之 间 的 距离 。 
类 间距 离 有 多 种 定义 方法 ,常用 的 有 最 短 距离 .重心 距离 、 闵 考 夫 斯 
基 距 离 等 等 ,我 们 在 下 面 的 例题 中 ,不妨 把 D(p, q) 规 定 为 Gs。 和 G。 
之 间 的 “最 短 距 离 ", 即 G, 中 任 一 事物 与 G。 任 一 事物 距离 的 最 
小 值 。 
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例 对 某 地 21 个 古 墓 挖 掘 后 ,记录 每 个 古 墓 陪 三 的 瓷器 用 具 数 
和 陶 俑 数 ,分 别 记 为 z 和 xz。 要 求 按 这 两 个 指标 对 古 莫 进行 分 类 。 
数据 列表 如 下 : 


古 墓 文物 数据 


此 处 ,zi 和 xz 可 以 看 作 平 面 直角 坐标 系 中 点 的 两 个 坐标 ,每 个 
古 莫 可 以 用 该 坐标 平面 上 的 一 个 点 来 表示 ,得 图 2. 6. 1。 我 们 采用 
通常 平面 上 点 的 距离 作为 对 应 的 古 墓 与 古 莫 间 的 差别 。 


图 2.6.1 


第 一 ,从 图 和 表 都 可 看 出 ,两 个 古 墓 的 最 小 距离 是 1, 其 中 下 面 
几 组 古 幕 之 间 的 距离 都 是 1 

1 号 与 2 号 ,5 号 与 6 号 ,11 号 与 5 号 ,8 号 与 9 号 ,12 号 与 13 
号 ,17 号 与 18 号 ,17 号 与 19 号 。 

把 距离 为 1 的 点 合成 一 类 ,就 得 到 新 的 类 ,把 这 些 新 类 用 实 线圈 
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起 来 ,如 图 2. 6. 2, 分 别 记 为 CG，G: ，…，Gs 。 


图 2.6.2 


第 二 ,以 两 个 类 中 点 的 最 短 距离 作为 两 个 类 的 类 间 的 距离 。 可 
计算 得 目前 两 个 类 间 的 最 短 距离 为 /2。 此 处 4 号 墓 与 G 中 的 11 号 
. 幕 距离 为 /2, 因 而 4 号 幕 与 G 的 距离 为 /2。 同 样 ,10 号 墓 与 Cs 的 
距离 ,20 号 墓 与 G; 的 距离 者 是 /2。 把 距离 不 大 于 V2 的 类 归 为 一 类 ， 
则 得 到 新 的 类 ,如 图 2.6. 3 中 实 线 所 图 的 集合 。 


图 2.6. 3 


第 三 , 仍 以 两 个 类 中 点 的 最 短 距 离 作为 两 类 之 间 的 距离 , 则 现在 
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两 个 类 间 的 最 小 距离 为 2, 将 类 的 距离 小 于 2 的 类 合并 成 新 类 。 在 
2. 6. 3 中 新 的 类 用 虚线 围 成 。 现 在 ,除去 16、21 这 两 点 外 ,所 有 
的 点 全 在 这 4 个 类 中 。 


3. 层次 分 析 


在 错综复杂 的 情况 下 ,人 们 期 望 利用 各 种 信息 作出 最 好 的 选择 。 
如 用 人 单位 期 望 挑选 到 最 优秀 的 人 材 ,高 中 毕业 生 期 望 填报 最 合适 
的 大 学 和 专业 ,顾客 期 望 选择 最 满意 的 商品 等 等 。 讨 论 这 些 问 题 时 ， 
所 要 考虑 的 因素 很 多 ,而 且 有 些 因素 可 以 量化 ,有 些 因素 只 能 作 定性 
分 析 。 层 次 分 析 法 是 将 这 类 问题 转化 为 定量 问题 ,并 对 各 种 方案 予 
以 科学 评价 的 有 效 方法 。 

层次 分 析 法 的 基本 步骤 如 下 。 

(1) 建立 层次 结构 模型 ,将 问题 所 要 考虑 的 诸 因 素 分 成 不 同 的 
层次 

例 1 (购物 模型 ) 某 一 顾客 要 选 购 电 冰箱 。 假 设 此 时 市 场 上 有 
A、B、C、D 四 种 电 冰 箱 正 在 出 售 ,作为 评估 依据 该 顾客 考虑 了 八 项 
准则 : (品牌 ) 信 誉 ,型 号 .价格 ,容量 、 耗 电量 、 制 冷 级 别 \ 噪 音 和 售后 
服务 等 。 经 过 分 析 各 种 因素 的 相互 关系 ,对 该 顾客 选择 电 冰 箱 的 问 
题 可 化 为 如 图 2. 6. 4 所 示 层 次 分 析 模型 : 


目标 层 
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这 里 把 所 有 要 考虑 的 因素 分 为 三 个 层次 :目标 层 、 准 则 层 和 方案 
层 。 目 标 层 表 示 所 要 解决 的 问题 ;准则 层 表示 为 达到 目标 所 要 考虑 
的 若干 因素 ;方案 层 表示 在 这 些 准则 下 各 种 具体 可 能 的 选择 。 

例 2 (招聘 干部 模型 ) 假 设 某 公司 要 招聘 一 名 干部 。 应 聘 者 有 
三 人 :y% 、y% 、y%。 设 该 公司 招聘 干部 的 标准 有 五 个 方面 :品德 . 才 
能 资历 .年龄 和 群众 关系 。 经 过 对 该 问题 的 思考 ,可 构造 如 下 的 层 
次 分 析 模 型 (图 2. 6. 5)。 


(2) 构造 两 两 比较 矩阵 

现在 我 们 以 例 2 来 说 明 两 两 比较 矩阵 的 含义 和 作法 。 招 聘 干部 
考虑 5 个 因素 (准则 ): 品 德 rm ,才能 二 ,资历 ms ,年龄 zx 和 群众 
关系 Tso 

我 们 要 确定 它们 (准则 ) 对 上 一 层 目 标 (招聘 干部 ) 的 重要 性 。 具 
体 地 说 ,我 们 将 用 量化 的 权重 表示 这 些 准 则 对 上 一 层 目 标的 重要 性 
程度 , 即 要 确定 品德 x 在 招聘 干部 的 目标 中 占 百 分 之 几 ; 才 能 zx、 
资历 z ,年 龄 z, 和 群众 关系 zs 在 招聘 干部 的 目标 中 分 别 占 百 分 之 
几 ? 在 实际 生活 中 人 们 习惯 于 作 两 个 事物 的 对 比 ,在 求 权重 时 我 们 
也 用 两 两 比较 的 方法 将 各 因素 重要 性 数量 化 , 即 在 5 个 准则 z， 
z… zs 中 分 别 比较 每 两 个 相对 于 招聘 干部 (目标 ) 的 重要 性 。 

任 取 两 个 因素 , 设 为 zi (品德 ) 与 m( 才 能 ) ,我 们 用 正 数 表示 
相对 愤 的 重要 性 之 比 。ai 的 值 可 以 在 数字 1, 2 … 9 及 其 倒数 
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1 1 he 
喜 ， 弛 “可 中 选取 。 其 意义 是 


zi 比 z; 相同 稍 重要 重要 很 重要 ”绝对 重要 

a 1 3 5 7 9 

还 可 以 插入 中 间 状 态 , 即 wz 还 可 取 值 2、4、6、8。 如 果 一 个 决 
策 人 认为 对 招聘 干部 来 说 ,zi (品德 ) 与 z:( 才 能 ) 有 差不多 重要 性 ， 
只 是 前 者 稍稍 重要 一 点 ,他 可 以 取 as = 2。 此 时 ,他 的 选择 也 意味 着 
Zz:( 才 能 ) 相 对 z1 (品德 ) 而 言 ,其 重要 性 稍稍 低 一 点 。 他 同时 应 该 取 
an 一 评 。 同样 我 们 把 z! 和 zs 比较 ,可 以 得 到 as 和 at。 由 全 部 两 
两 比较 的 结果 可 以 写成 下 面 矩 阵 的 形式 ,这 个 矩阵 就 称 作 两 两 比较 
和 矩阵。 例如 ,根据 某 个 决策 人 的 比较 ,得 到 如 下 一 个 两 两 比较 矩阵 ， 
2 7 5 5 


性 


4 3 3 

下 
2 
-ek: 


训 和 1 


on 一 四 Ho on- 一 


wo wl | 


和 矩阵 中 的 as (矩阵 中 第 i 行 .第 j 列 位 置 上 的 数 ) 表 示 的 是 (相对 
招聘 干部 来 说 ) 第 i 个 因素 相对 第 ; 个 因素 的 重要 性 。 例 如 第 一 行 
第 四 列 的 数 为 5, 说 明 该 决策 人 认为 z1( 品 德 ) 比 z, (年 龄 ) 重 要 。 

(3) 一 致 性 检验 问题 

如 果 决 策 人 对 5 个 因素 的 比较 具有 逐 辑 上 严格 的 一 致 性 , 则 不 
会 出 现任 何 矛盾 。 这 时 他 的 心目 中 每 个 因素 有 一 个 重要 性 指标 , 例 
如 zi 的 重要 性 指标 为 w ,zs 的 重要 性 指标 为 ws， …， zs 的 重要 性 
指标 为 ws 。 而 ciz 恰 怡 为 这 两 个 因素 重要 性 指标 的 商 , 即 
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一 他 
人 
Ww 


ay 恰 怡 为 因素 =; 和 因素 zx, 重要 性 指标 的 商 , 即 


as 一 
”ww 


这 时 z 相对 z; 的 重要 性 (a ) 与 xz; 相对 zx 的 重要 性 (ax ) 的 乘 
积 应 该 等 于 z; 相对 zk 重要 性 (wx ) ,这 是 因为 


即 对 任何 i, j, &, 总 有 下 列 等 式 : 
Qj * QA 一 a (0 


满足 上 述 要 求 的 两 两 比较 矩阵 称 为 一 致 矩 阵 。 由 于 人 的 思维 活 
动 不 可 避免 地 带 有 主观 性 和 片面 性 ,人 们 构造 的 两 两 比较 矩阵 常 党 
不 是 一 致 矩阵 ,实际 极 可 能 出 现 对 某 些 i, 7j，A，o * ax 天 au 的 情 
况 。 因 此 ,在 分 析 zi， zs， zs, xz， Zs 对 招聘 干部 的 影响 时 ,必须 对 
两 两 比较 矩阵 进行 一 致 性 检验 。 

按 一 致 答 阵 的 要 求 逐 个 验证 @ 中 等 式 是 非常 不 方便 的 事 。 另 一 
种 方法 是 计算 矩阵 的 所 谓 “ 最 大 特征 值 "。 数 学 理论 证 明 : 如 果 n 行 、 
nn 列 的 两 两 比较 矩阵 是 一 致 矩阵 的 话 , 这 个 矩阵 的 最 大 特征 值 就 等 
于 n。 至 于 最 大 特征 值 的 含义 和 计算 方法 ,我 们 建议 读者 参看 有 关 
高 等 代数 的 参考 书 。 有 些 计算 机 软件 也 常常 包括 计算 矩阵 最 大 特征 
值 的 现成 程序 。 

因此 ,只 需 计算 一 个 矩阵 的 最 大 特征 值 就 可 判断 该 矩阵 是 否 一 
致 矩阵 。 如 果 矩 阵 不 具有 一 致 性 ,数学 上 可 以 证 明 它 的 最 大 特征 值 
一 定 大 于 ”。 而 且 它 的 最 大 特征 值 比 = 大 得 越 多 ,不 一 致 程度 就 越 
严重 。 这 时 就 要 重新 审视 两 两 比较 矩阵 ,加 以 适当 的 修改 ,直至 达到 
满意 的 一 致 性 为 止 。 如 果 它 的 最 大 特征 值 与 a 的 差 不 太 大 ,说 明 甜 
阵 的 不 一 致 程度 不 太 严重 ,这 时 我 们 可 以 认为 矩阵 基本 上 满足 了 一 
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致 性 要 求 。 从 理论 上 说 ,通常 的 一 个 矩阵 ,只 有 很 少 的 例外 是 严格 满 
足 一 致 性 要 求 的 。 

可 以 计算 得 例 2 中 的 两 两 比较 矩阵 的 最 大 的 特征 值 为 5. 072， 
这 说 明 该 矩阵 不 是 一 致 矩 阵 ,但 它 的 不 一 致 性 程度 是 可 接受 的 ,我 们 
认为 它 具 有 满意 的 一 致 性 。 

(4) 各 因素 权重 的 计算 

在 确认 两 两 比较 矩阵 


A 


:i 


olP wolP a sl = 


wl ol- | 


满足 一 致 性 要 求 (或 它 的 不 一 致 性 是 可 以 接受 的 ) 以 后 ,我 们 可 以 计 
算 相 应 的 因素 对 目标 (招聘 干部 ) 的 权重 。 方 法 是 : 
将 矩阵 同一 行 的 5 个 数 相 加 ,例如 第 一 行 的 5 个 数字 之 和 为 


1 十 2 十 7 十 5 十 5 一 20 
各 行 数 字 之 和 依次 为 
20, 11.5, 2.226, 4.533, 5.533 
其 总 和 为 43.792, 用 z32953 一 45.6?% 刻画 第 一 个 因素 的 权重 。 按 
此 计算 得 各 个 因素 在 目标 中 所 占 的 权重 , 见 下 表 : 


因 素 I I aa 下 Zs 


权重 (%) 45. 67 26.26 | 5.08 10. 35 12. 64 


这 些 权重 反映 了 决策 者 招聘 干部 时 ,认为 品德 条 件 最 重要 ,其 次 
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是 才能 ,再 次 是 群众 关系 \ 年 龄 因素 ,最 后 才 是 资历 。 

(5) 决策 方法 

现在 希望 从 三 个 应 聘 者 y, ，y: ,ys 中 选 一 个 在 总 体 上 最 适合 上 
述 五 个 条 件 的 应 聘 者 。 为 此 ,对 三 个 应 聘 者 分 别 比较 他 们 的 品德 
(zi ) ,才能 (zz) ,资历 (zs ) ,年 龄 (ze) 和 群众 关系 (zs )。 例 如 先 两 两 
比较 三 个 应 聘 者 的 品德 ,得 两 两 比较 矩阵 


1 
3 
3 


色 
I 
~ wl ol- 


8 3 


上 式 的 第 一 行 第 二 列 的 元 素 为 计 , 表 示 以 品德 来 说 ,第 一 个 应 聘 
者 比 第 二 个 应 聘 者 稍 差 一 些 。 矩 阵 内 其 他 位 置 上 的 数 也 表示 了 相应 
的 应 聘 者 品德 比较 的 结果 。 

经 计算 ,可 知 矩阵 B, 的 不 一 致 程度 可 接受 。 按 上 述 计算 权重 
的 方法 计算 得 ,对 zi (品德 ) 而 言 , 三 个 应 聘 者 的 权重 分 别 为 


0.082, 0.244, 0.674 


类 似 地 ,分 别 比较 三 个 应 聘 者 的 才能 资历、 年 龄 .群众 关系 ,分 
别 得 到 两 两 比较 矩阵 


品 
I 
a NI 一 


1 
2 


1 
B, 一 
并 
3 


or = 一 
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1 3 4 
Be | 
11 
1 1 十 
2 一 | 1 圭 
44 1 


通过 计算 知 ,相对 zs 而 言 ,三 个 人 的 权重 分 别 为 
0. 606, 0. 265, 0. 129 
相对 zs 而 言 ,三 个 人 的 权重 分 别 为 
0.429, 0. 429, 0. 142 
相对 zx, 而 言 ,三 个 人 的 权重 分 别 为 
0. 636, 0. 185, 0. 179 


相对 xs 而 言 , 三 个 人 的 权重 分 别 为 
0.167, 0.167, 0. 666 


它们 可 分 别 视 为 各 应 聘 者 的 才能 分 、 资 历 分 \ 年 龄 分 和 群众 关 


把 各 人 各 因素 (准则 ) 得 分 和 各 因素 在 总 目标 (招聘 干部 ) 中 


的 权重 联系 起 来 ,可 以 得 到 各 应 聘 者 的 总 得 分 。 例 如 x 的 总 得 
分 为 
0.456 7X0.082 十 0.2626X0.606 十 0.0508X0.429 十 
0.1035X0.636 十 0.1264X0.167 
一 0.3053 
以 上 总 得 分 实际 上 是 诸 因素 得 分 的 加 权 平均 值 。 这 里 的 权 就 是 
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各 因素 zx; 相对 于 目标 (招聘 干部 ) 重 要 性 的 权重 。 同 理 可 得 y; ,ys 
的 得 分 分 别 为 0. 243 1、0.452 6。 由 比较 得 分 的 多 少 ,可 以 推出 :应 
聘 者 ys 是 此 次 选拔 干部 的 第 一 人 选 。 
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第 七 节 算法 :从 验 血 方案 谈 起 


计算 机 的 计算 速度 之 快 , 远 远 超出 了 人 们 的 想象 ,每 秒 运算 一 亿 
次 的 计算 机 已 经 十 分 平常 。 但 是 从 解决 数学 问题 的 要 求 来 看 ,有 了 时 
还 是 嫌 它 太 慢 了 。 一 亿 次 是 10 ,一 年 约 3.2X10’ 秒 ,所 以 即使 计算 
机 不 停 的 运行 ,一 年 也 只 能 运算 3. 2 X 10” 次 。 如 果 一 个 数学 问题 
要 计算 301 ,而 30! > 2. 6X 102 , 这 就 是 说 ,对 于 301! ,要 计算 机 不 停 
地 计算 8.0 X 10" 年 ,这 是 难以 接受 的 。 因 此 ,即使 是 计算 机 时 代 ， 
计算 的 复杂 程度 仍然 是 我 们 必须 面 对 的 数学 问题 。 : 


1. 从 几 个 例子 看 计算 复杂 性 


例 1 ( 验 血 问题 ) 某 次 大 战 前 夕 , 10 万 大 军 将 在 三 天 后 出 征 。 
军医 发 现 军 中 有 一 位 士兵 带 入 了 一 种 传染 病菌 。 三 天 后 发 作 将 快速 
传染 全 军 ,使 十 万 大 军 丧 失 战斗 力 ,只 有 验 血 才能 判断 谁 是 患者 。 当 
时 军医 每 天 最 多 能 检验 血样 100 份 ,如 果 逐 一 验 血 ,至 少 需要 1 000 
天 ,这 将 延误 军机 ,将 军 求教 专家 ,一 数学 家 提出 一 种 方案 ,顺利 地 解 
决 了 这 一 问题 。 

方法 是 将 10 万 人 分 成 100 组 ,每 组 1000 人 , 滴 血 于 一 处 ,当天 
将 此 100 份 血样 交 验 , 必 有 且 仅 有 一 份 血样 含有 病 血 ;第 二 天 ,将 这 
份 病 血 中 的 1 000 人 分 成 100 组 ,每 组 10 人 ,取样 验 血 ,同样 必 有 一 
份 且 仅 有 一 份 血样 有 病 血 ;第 三 天 ,将 有 病 血 这 一 组 的 10 人 逐一 抽 
血 化 验 , 即 可 确定 患者 ,再 给 他 服药 , 即 可 保证 全 军 准时 出 征 。 

一 般 地 说 ,如 果 全 军 有 z 人 ,用 fzl 表 示 对 < 取 上 整 , 则 对 全 军 


逐一 检验 需要 的 天 数 是 | 1 } ,而 用 上 述 数 学 家 的 方法 需要 的 天 数 
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只 是 {logioz| = 人 人 guzj。 


当 z 一 100000 时 ,| 去 logoz}= 人 全 = 3 而 | 高 一 


z = 1 000 000， {Blomez) 位 ) 3, 而 | 高 }= 10 000。 显然 


人 全 agoz| 比 { 遍 } 修 得 多 了 。 对 于 这 样 一 类 特殊 的 问题 ,分 析 问 
题 的 实质 ,迅速 找 出 其 解 ,国际 上 称 这 种 特殊 的 检验 方法 为 群 验 法 


(group testing)。 

这 个 例子 说 明 , 解 决 问题 时 ,方法 的 “好 ”"“ 坏 ”"“ 快 "“ 慢 "是 十 
分 重要 的 。 

例 2 (中 国 邮递 员 问 题 ) 邮 递 员 从 邮局 取出 信件 ,沿街 投递 , 走 
遍 投递 范围 的 每 一 条 街道 ,然后 返回 邮局 。 他 如 何 选择 一 条 尽 可 能 
短 的 投递 路 线 ?这 是 我 国 数 学 家 管 梅 谷 首先 提出 并 进行 研究 的 , 国 
际 上 称 为 中 国 邮递 员 问题 。 

我 们 把 邮局 和 交叉 路 口 看 成 “点 ", 连接 这 些 “ 点 "的 街道 看 成 
“ 边 ", 这 些 街道 的 长 度 称 为 该 边 的 “ 权 ", 从 而 得 到 一 个 网 络 G。 与 网 
络 中 的 点 “关联 "的 边 的 条 数 称 为 该 点 的 次 ,次 为 奇数 的 点 称 为 “ 奇 
点 ”, 否 则 称 为 “ 偶 点 ”。 

解决 中 国 邮递 员 问题 的 最 早 算法 是 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”, 它 可 
以 归结 为 如 下 口诀 :“ 先 分 奇偶 点 , 奇 点 对 对 连 , 连 线 不 重复 ,重复 需 
改变 , 圈 上 连 线 长 ,不 得 过 半 轿 , 连 线 超 半 图 ,对 换 连 线 边 ”。 

例如 某 邮 递 员 负责 投递 邮件 的 街道 如 图 2. 7. 1 所 示 , 求 最 短 投 
递 路 线 。 


图 2.7.1 
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该 网 络 有 四 个 奇 点 V:、 Vi Vs、 Vs ,将 V: 与 Vs 看 成 一 对 ,Ve 
与 Vs 看 成 一 对 ,添加 连 线 后 成 为 图 2.7. 2: 


由 于 圈 VaV:V4V;V: 图 长 之 和 为 24 ,其 中 连 线 VaV: 和 VV 的 
长 度 之 和 为 14, 超 过 圈 长 的 一 半 , 于 是 可 去 掉 连 线 VV， 和 VsV, , 增 
加 连 线 VsVs 和 VsV:。 

同样 对 圈 VoVsVeV1Vs , 连 线 VaVs 和 VsVs 的 长 度 之 和 8, 大 于 
圈 长 15 的 一 半 ,删除 连 线 VeVs ，VsVe ,增加 连 线 VeV, 和 ViVs ,得 
2. 7. 3 为 最 短 投递 路 线 。 


图 2.7.3 


对 图 2. 7. 3 用 上 述 口 识 进 行 检验 : 连 线 最 多 出 现 一 次 ,每 一 
圈 的 连 线 长 不 超过 该 圈 的 一 半 。 如 果 把 邮局 设 在 Vi , 则 最 短 投递 
路 线 为 :ViVzVs ViVsVVs:VV VsVsVeVVeVrVeVi。 

这 个 算法 需要 对 每 一 个 圈 进 行 检验 ,在 计算 机 上 实现 是 困难 的 。 
1973 年 Edmonds( 爱 德 蒙 斯 ) 和 Johnson( 约 翰 逊 ) 提 出 一 个 快速 算 
法 求解 中 国 邮递 员 问题 。 

例 3 (旅行 售货员 问题 ) 如 果 邮 递 员 投递 的 是 国际 快件 ,选择 
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最 短 投递 路 线 , 从 邮局 出 发 经 过 一 组 顾客 中 的 每 一 位 的 住处 再 返回 
邮局 使 总 的 行程 最 短 , 这 就 是 有 名 的 旅行 售货员 问题 (简称 为 TSP 
(Travelling Salesman problem))。 这 个 问题 又 可 以 叙述 为 :从 nn 个 
城市 中 的 某 一 个 城市 出 发 到 其 他 一 1 个 城市 推销 产品 ,要 求 每 个 城 
市 到 达 一 次 上 且 仅 一 次 ,再 回 到 原 出 发 城市 , 问 如 何 选择 旅行 路 线 , 使 
总 的 行程 最 短 。 类 似 地 , 某 些 生产 自动 线 加 工 顺序 问题 也 可 以 归结 
为 这 类 问题 。 对 这 类 问题 已 有 的 精确 解法 ,本 质 上 都 是 要 枚 举 可 能 
的 各 种 情况 。 


2. 计算 复杂 程度 的 界定 


从 以 上 例子 可 以 看 出 :许多 实际 问题 往往 是 在 有 限 个 可 行 方案 
中 ,选择 一 个 “最 优 "的 结果 。 表 面 上 看 来 ,从 有 限 个 可 能 的 情况 中 选 
择 一 个 满意 的 方案 是 很 简单 的 ,只 要 逐一 数 遍 即 可 ,然而 事实 上 并 不 
如 此 简单 。 一 个 问题 的 算法 ,如 果 需 要 计算 几 个 月 , 几 年 甚至 更 多 ， 
实际 上 是 行 不 通 的 。 例 如 旅行 售货员 问题 , 当 投递 快 信 20 封 时 ,可 


能 的 选择 方案 就 有 29! = 1. 211 645 1X 10* 种 。 假 定 计算 机 运算 一 


次 就 可 得 到 一 种 投递 方案 的 行程 长 度 ,以 每 秒 进行 100 亿 次 运算 的 
计算 机 求解 ,也 需要 4 个 半月 。 因 此 对 于 一 些 理论 上 可 以 求 最 优 解 
的 问题 ,不 能 简单 地 认为 它 已 经 解决 了 。 

为 了 讨论 方便 起 见 ,我 们 假定 计算 机 的 存 贮 量 足够 大 ,运算 时 间 
任意 长 ,计算 精度 也 足够 保证 问题 的 要 求 ,这 样 “ 理 想 "的 计算 机 称 为 
图 灵机 (Turing Machine)。 在 图 灵机 上 解 题 , 计 算 时 间 的 长 短 主要 
与 以 下 因素 有 关 : 

1) 计算 机 的 速度 ; 

2) 实际 问题 规模 的 大 小 ; 

3) 算法 的 选择 。 

如 果 研 究 的 问题 ,其 规模 n 是 确定 的 ,此 时 解 题 所 需 的 时 间 主 要 


与 计算 机 的 速度 和 选择 的 算法 有 关 。 
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设 A 是 解决 问题 D 的 一 种 算法 ,以 fa(D, ”) 表 示 用 算法 A 求 
解 规模 为 n 的 问题 D 所 需 的 运算 次 数 。 

要 缩短 运算 时 间或 在 一 定时 间 内 能 解 更 大 规模 的 问题 ,其 主要 
办 法 为 :提高 计算 机 的 速度 和 改进 算法 ,减少 运算 次 数 。 

首先 考虑 前 者 的 影响 ,如 果 现 有 的 计算 机 每 小 时 解 题 的 规模 为 
NN, 用 快 100 倍 , 快 1 000 倍 的 新 计算 机 ,一 人 小 时 所 能 解决 问题 的 规 
模 , 如 何 变化 ,请 看 下 列表 格 : 


解 题 规模 ”的 变化 
现 有 计算 机 | 计算 机 快 100 倍 | 计算 机 快 1000 倍 
n | N | 100N 1000N 


| 10N 31.6N 
-十 4.64N 10N 

2.5N 3.98N 

| 一 | N+9.97 

N+4.19 N+6.29 

从 上 述 表 格 中 ,可 以 看 出 :算法 复杂 性 为 规模 的 多 项 式 时 , 计 
算 机 成 倍 提速 后 ,相应 地 解 题 规模 也 成 倍增 长 ;对 算法 复杂 性 为 指数 
函数 的 算法 ,例如 fa(D, n) = 3" 时 ,计算 机 提速 1000 倍 后 , 解 题 规 
模 n 只 能 增加 6.29。 所 以 对 指数 函数 的 算法 ,单纯 靠 计算 机 提速 来 
增加 解 题 的 规模 n 的 收效 甚 微 ,因此 转向 算法 的 研究 是 必要 的 。 

首先 对 算法 进行 分 类 : 

如 果 存 在 一 个 多 项 式 P(n) 和 正 整 数 m ,使 得 当 ?> 之 m 时 , 恒 有 
fa(D, nm) 入 P(n), 则 称 A 为 解决 问题 D 的 多 项 式 算法 ,又 称 为 有 
效 算法 ,或 好 算法 。 前 面 介绍 的 验 血 问题 的 解法 和 中 国 邮 递 员 问题 
的 Edmonds-Johnson 算法 ,都 是 求解 相应 问题 的 多 项 式 算法 。 

如 果 fa(D, n) 是 的 指数 函数 , 则 称 算法 A 为 解决 问题 D 的 
指数 型 算法 。 例 如 求解 中 国 邮递 员 问题 的 “奇偶 点 图 上 作业 法 "是 指 
数 型 算法 。 指 数 型 算法 又 称 为 坏 "算法 或 “无效 " 算 法。 

对 于 一 个 算法 复杂 性 为 ”的 问题 ,虽然 是 多 项 式 算法 ,但 实际 
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算法 复杂 性 
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双人 | 二 | 过 | 
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上 也 是 不 可 接受 的 。 因 为 28 =: 10 , 对 这 样 “ 天 文 "数字 ,现实 情况 
下 ,计算 结果 几乎 是 不 可 能 的 。 幸 运 的 是 一 个 实际 问题 一 且 找 到 多 
项 式 算法 ,经 过 一 系列 的 改进 ,其 算法 复杂 性 会 降 到 n 的 三 次 多 项 
式 ,甚至 可 能 降 到 次 数 更 低 的 多 项 式 。 因 此 有 理由 相信 多 项 式 算 法 
实用 上 是 有 效 的 。 

由 于 我 们 定义 的 算法 复杂 性 是 考虑 所 有 可 能 情况 下 ,算法 的 运 
算 次 数 。 排 除 “最 坏 情 况 "的 一 些 指数 型 的 算法 也 被 入 们 广泛 采用 ， 
例如 求解 线性 规划 的 单纯 形 法 ,已 经 证 明 它 是 指数 型 的 算法 ,“ 最 坏 ” 
情况 的 出 现 是 极其 罕见 的 ,算法 的 平均 运算 次 数 是 规模 的 多 项 式 。 
大 多 数 的 指数 型 算法 ,只 是 穷 举 搜索 法 的 变种 ,只 有 对 问题 的 结构 充 
分 了 解 后 才能 给 出 多 项 式 算法 。 解 决 一 个 实际 问题 时 ,首先 寻求 多 
项 式 算法 ,如 果 一 个 问题 确实 没有 多 项 式 算法 ,而 你 再 去 寻找 ,精力 
就 白费 了 ,因此 有 必要 对 实际 问题 进行 分 类 。 


3. 卫 问 题 和 NP 问题 


对 于 一 个 实际 问题 ,如 果 其 存在 多 项 式 算法 , 则 称 为 P 问题 
(Polynomial Problem)。 对 了 问题 ,研究 的 中 心 问题 是 如 何 改进 现 
有 的 计算 方法 使 运算 次 数 更 少 。 

对 于 一 个 实际 问题 ,如 果 已 经 证 明 不 存在 多 项 式 算法 ,我 们 认为 
这 一 个 问题 是 难 问题 。 对 于 难 问题 ,一般 只 能 寻找 枚 举 的 办 法 或 寻 
找 可 以 接受 的 近似 算法 。 

还 有 一 类 实际 问题 , 称 为 判定 问题 ;是 能 用 “是 (有) 或 “不 "(无 ) 
来 回答 的 问题 。 例 如 , 问 用 2 500 元 能 够 购置 29 英寸 的 彩色 电视 机 
吗 ? 回答 这 个 问题 “能 "时 ,不必 知道 当前 市 场 上 ,29 英寸 彩电 的 最 
低 价 ,只 需 了 解 确 有 价格 不 超过 2 500 元 的 29 英寸 彩电 出 售 即 可 。 

对 于 一 个 判定 问题 ,如 果 对 所 有 回答 为 “是 ”的 实例 ,都 存在 多 项 
式 算法 来 验证 它 的 正确 性 , 则 称 此 判定 问题 为 NP 问题 (不 确定 多 项 
式 问 题 ,non-deterministic polynomial problem) 显 然 了 问题 一 定 是 


NP 问题 。 
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1971 年 库 克 (Cook) 发 表 了 一 篇 十 分 著名 的 论文 《The complex- 
ity of theorem-proving, Association of Computing Machinery》。 他 
首先 指出 ,NP 问题 中 存在 一 类 称 为 NPC 的 问题 (NPC 一 完备 问题 ， 
non-deterministic polynornial complete problem)。 这 类 问题 有 如 下 
特性 : 

1) 类 中 每 一 个 问题 至 今 尚未 找到 多 项 式 算法 ; 

2) 如 果 类 中 任 一 个 问题 有 多 项 式 算法 ,那么 该 类 中 其 他 问题 都 
有 多 项 式 算法 ( 即 这 类 中 的 任意 两 个 问题 都 存在 多 项 式 算法 相 
互 转化 )。 

到 目前 为 止 ,NPC 问题 已 被 扩充 为 近 千 个 ,其 中 包括 旅行 售 货 
员 问 题 。 许 多 优秀 的 数学 家 、 理 论 计算 科 学 家 在 过 去 几 十 年 来 ,试图 
寻找 它们 的 多 项 式 算 法 都 没有 成 功 ,这 越 来 越 使 人 们 相信 ,对 它们 也 
许 根本 不 存在 多 项 式 算 法 。 然 而 要 证 明 这 一 猜想 ,既是 有 重大 意义 
的 ,又 是 十 分 困难 的 。2000 年 5 月 24 日 Clay 数学 所 宣布 七 个 “和 干 祠 
年 数学 难题 ", 每 一 个 悬赏 一 百 万 美元 征 解 ,其 中 的 第 一 个 问题 就 是 
这 个 猜想 。 这 个 猜想 的 解决 实 属 渺 茫 , 有 理由 相信 ,不 提出 一 套 全 新 
的 数学 理论 和 方法 ,这 个 问题 的 答案 是 不 会 出 现 的 。 在 历来 的 研究 
中 ,一 个 问题 一 旦 被 证 明 是 NPC 问题 ,通常 人 们 就 放弃 追寻 多 项 式 
算法 。 

由 于 NP 问题 的 解 有 重大 的 实际 意义 ,而 精确 求解 又 极其 困难 ， 
这 就 迫使 人 们 寻找 解决 这 类 问题 的 策略 ,下 面 介绍 一 些 实践 中 行 之 
有 效 的 算法 : 

1) 近似 算法 。 通 常 这 是 多 项 式 算法 ,给 出 的 解 往往 不 是 最 优 解 
(精确 解 ) ,但 能 保证 与 最 优 解 的 误差 在 给 定 的 范围 内 。 

2) 概率 算法 。 对 某 些 分 类 问题 或 识别 问题 ,可 以 假设 其 中 的 参 
数 为 满足 某 种 概率 分 布 的 随机 变量 ,这样 可 能 设计 出 一 种 在 通常 的 
计算 实践 中 不 错 的 算法 。 

3) 特例 法 。 对 某 些 NPC 问题 的 特殊 情况 ,有 时 可 以 设计 一 些 
特殊 的 有 效 算法 。 

4) 指数 算法 。 有 些 算法 尽管 在 最 坏 情况 下 ,其 算法 复杂 性 为 规 
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模 的 指数 函数 ,但 在 实际 中 最 坏 情况 下 很 少 产生 ,例如 解 线性 规划 
的 单纯 形 法 。 

5) 局 部 求 优 法 。 这 一 类 算法 的 基本 思想 是 用 局 部 最 优 解 来 代 
替 整 体 最 优 解 。 首 先 选 择 一 个 较 “ 好 ”的 初始 可 行 解 和 它 的 “领域 " 制 
定 一 种 搜索 方案 , 求 得 该 领域 内 的 最 优 解 并 以 此 来 代替 原 问题 的 最 
优 解 “领域 "的 选择 ,通常 是 赁 经 验 和 直觉 。 

6) 启发 式 算法 ,上 述 五 种 方法 就 思路 而 言 ,都 可 以 看 成 某 种 启 
发 式 算法 。 启 发 式 算法 通常 是 赁 经 验 或 对 事物 的 观察 作出 决策 ,从 
严格 的 数学 理论 的 要 求 来 看 ,不 能 令 人 满意 ,但 在 实践 中 往往 是 有 
效 的 。 
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第 八 节 对 策 论 的 例 : 田 忆 赛马 


竞争 是 当代 社会 的 一 个 特征 。 在 竞争 中 讲究 科学 的 对 策 是 十 分 
重要 的 。 经 济 活动 中 的 经 营 决 策 ,市场 竞 争 ,政治 活动 中 的 竞标 、 竞 
选 , 谈 判 联盟 ,军事 活动 中 对 抗 、 谋 略 等 都 和 选择 合适 的 对 策 有 关 。 
20 世纪 四 ` 五 十 年 代 创立 的 对 策 论 ( 又 称 博弈 论 ) 研 究 了 一 系列 社会 
经 济 中 的 对 策 问题 。 此 处 我 们 介绍 其 中 一 些 最 简单 的 对 策 问 题 。 


1. 田 忌 赛马 的 故事 


田鼠 赛马 是 一 个 非常 有 名 的 谋略 故事 。 传 说 战国 时 代 齐 国 的 齐 
威 王 经 常 与 大 将 田鼠 赛马 。 赛 马 的 规则 是 这 样 :每 次 双方 各 出 三 匹 
马 ,一 对 一 共 比 赛 三 个 回合 ,每 个 回合 的 输 方 要 给 赢 方 铜 一 干 斤 。 齐 
威 王 的 三 匹 马 和 田鼠 的 三 匹 马 按 实 力 强 弱 都 可 分 为 上 \. 中 .下 三 等 。 
齐 威 王 的 上 .中 、 下 三 匹 马 分 别 比 田 鼠 的 上 ,中 下 三 匹 马 略 强 一 些 。 
因此 每 次 赛马 田鼠 都 是 连 输 三 个 回合 ,都 要 输 掉 铜 三 千斤 。 后 来 田 
鼠 手 下 的 谋士 孙 腔 给 田鼠 出 了 个 主意 ,要 田鼠 用 他 的 下 马 和 齐 威 王 
的 上 马 比赛 ,用 他 的 上 马 和 齐 威 王 的 中 马 比赛 ,用 中 马 和 齐 威 王 的 下 
马 比 赛 。 这 样 , 虽 然 第 一 回合 田鼠 必 输 无 疑 ,但 田鼠 却 赢 了 后 面 的 两 
个 回合 ,二 胜 一 负 , 田 忌 赢 了 齐 威 王 铜 一 千斤 。 同 样 的 马 ,输赢 却 发 
生 了 变化 。 这 个 故事 说 明了 策略 的 重要 性 。 在 双方 实力 、 条 件 不 变 
的 情况 下 ,适当 地 调度 和 运用 现 有 的 条 件 会 取得 更 好 的 结果 。 

这 个 故事 中 的 齐 威 王 实际 上 把 自己 放 在 一 个 不 公平 的 地 位 上 。 
因为 他 自持 实力 强大 ,总 是 先 出 马 , 给 了 田鼠 采取 有 利 的 对 策 的 机 
会 。 如 果 他 每 次 比赛 以 前 能 放下 国君 的 架子 谦让 一 下 :“ 田 先生 ,您 
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先 请 " ,也 许 又 是 他 连 赢 三 场 了 。 

公平 比赛 条 件 应 该 是 : 齐 威 王 和 田 忌 双方 都 清楚 各 自 马 的 实力 
和 对 方 马 的 实力 ,每 个 人 都 可 以 按 自 己 的 意愿 决定 自己 马匹 出 场 的 
次 序 ,而 两 人 出 马 的 对 策应 该 是 同时 的 ,不 能 总 让 某 个 人 先 出 马 。 

这 时 ,对 齐 威 王 来 说 ,最 理想 的 情况 是 :各 回合 的 马匹 与 田鼠 所 出 
的 马匹 等 级 都 相同 , 即 不 管 先后 次 序 如 何 , 总 是 以 自己 的 上 马 比 田鼠 
的 上 马 , 以 自己 的 中 马 比 田鼠 的 中 马 ,以 自己 的 下 马 比 田鼠 的 下 马 ,这 
样 他 总 能 赢 铜 三 千斤 。 次 佳 的 是 :三 场 中 有 一 场 是 同等 级 的 马 比 赛 ， 
例如 齐 威 王 的 下 马 对 田鼠 的 下 马 ( 齐 威 王 赢 ), 而 上 马 \ 中 马 要 和 田鼠 
的 中 马 ` 上 马 比 ,此 时 齐 威 王 的 上 马 必 赢 ,三 场 比赛 齐 威 王 至 少 两 胜 一 
负 。 对 齐 威 王 来 说 ,最 坏 的 情况 是 故事 中 孙 逐 所 建议 的 对 策 : 齐 威 王 的 
上 中、 下 马 分 别 对 田鼠 的 下 上 、 中 马 ,一 胜 二 负 , 最 终 要 输 铜 一 王 斤 。 

为 了 把 齐 威 王 与 田鼠 赛马 的 故事 引伸 成 一 个 对 策 问 题 ,我 们 先 把 双 
方 出 三 匹 马 简化 成 各 出 两 匹 马 ,分 别称 为 上 马 、 下 马 。 问 题 的 假设 如 下 : 

1) 该 对 策 问题 中 有 两 方 , 即 齐 威 王 和 田 忆 ; 

2) 双方 可 选择 的 对 策 是 已 方 马匹 的 出 场次 序 ,由 于 两 匹 马 的 排 
列 次 序 共有 2! = 2 种 ,因此 每 一 方 各 有 2 种 可 选择 的 对 策 ; 

3) 双方 都 预先 知道 对 方 所 有 可 能 的 对 策 ,并 且 预 先知 道 双方 每 
一 种 对 策 组 合 的 结果 ; 

4) 在 比赛 之 前 双方 都 不 能 预先 知道 对 方 究 竟 会 采取 什么 对 策 ， 
双方 同时 选择 对 策 , 没 有 先后 次 序 关 系 ,而 且 一 场 比赛 的 对 策 一 旦 选 
定 就 不 允许 变更 ; 

5) 把 赢 铜 一 千斤 记 收 益 为 “1", 输 铜 一 千斤 记 收 益 为 “一 1”, 则 
对 策 的 一 方 齐 威 王 在 各 种 对 策 组 合 下 的 收益 如 下 表 所 示 : 


齐 威 王 的 收益 硼 
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表 中 的 数字 是 在 比赛 双方 采取 相应 对 策 时 齐 威 王 的 收益 。 齐 威 
王 的 收益 就 是 田鼠 的 损失 ,因而 把 表 中 的 数字 全 部 改变 符号 后 就 可 
以 得 到 田鼠 的 收益 。 那 么 在 这 个 对 策 问题 中 齐 威 王 和 田鼠 会 怎样 选 
择 自 己 的 对 策 , 而 最 终 的 结果 又 会 是 怎样 的 呢 ? 

为 了 回答 这 些 问题 ,我们 先 来 看 看 问题 有 什么 特点 。 

首先 ,由 前 面 的 分 析 可 知 ,双方 都 不 能 让 对 方 知道 或 猜 中 自己 的 
对 策 , 因 为 一 旦 自己 的 对 策 被 对 方 知道 , 则 对 方 就 可 以 有 针对 性 地 采 
取 适 当 的 对 策 , 自己 就 处 于 不 利 的 地 位 。 这 也 意味 着 任何 一 方 的 选 
择 不 能 一 成 不 变 ,对 策 的 变动 以 使 得 对 方 无 法 预测 为 好 。 这 就 意味 
着 选择 对 策 必须 要 有 一 定 的 随机 性 。 其 次 ,无 论 对 齐 威 王 还 是 对 田 
尽 , 两 种 可 选择 的 对 策 相互 之 间 没 有 优 劣 之 分 。 如 对 齐 威 王 来 讲 ,每 
一 种 对 策 都 可 能 有 两 种 可 能 的 结果 ,包括 一 种 收益 为 2, 一 种 收益 为 
0。 实 际 究竟 得 到 哪 种 结果 ,要 看 双方 对 策 的 组 合 情 况 , 而 不 仅 取决 
某 一 方 的 对 策 。 同 样 对 田鼠 来 说 ,他 的 两 种 对 策 也 无 好 坏 之 分 ,每 种 
对 策 也 有 两 个 可 能 的 结果 ,可 能 的 收益 为 0 或 一 2。 总 之 ,比赛 双方 
在 选取 对 策 时 对 已 方 的 可 选 对 策 并 无 偏爱 ,应 以 相同 的 可 能 性 选 
用 。 实 际 上 ,偏向 于 某 种 对 策 的 结果 往往 对 自己 不 利 ,因为 当 对 方 
得 知 你 的 偏爱 后 就 可 以 针对 性 选择 对 策 , 从 而 有 更 多 的 机 会 取得 
有 利 的 结果 。 这 种 对 策 游戏 如 果 只 进行 一 次 , 则 双方 的 选择 和 最 
终 的 结果 都 无 法 确定 ,完全 只 能 靠 运 气 。 由 于 齐 威 王 的 马 的 实力 
比 田鼠 的 马 略 高 ,他 赢 的 机 会 比 田鼠 要 大 得 多 。 如 果 这 样 的 对 策 
游戏 重复 进行 多 次 , 则 上 面 的 讨论 给 我 们 指出 了 各 方 选择 对 策 的 
原则 ,而 且 进 一 步 讨论 还 能 告诉 我 们 多 次 比赛 后 的 平均 结果 。 这 
种 对 策 问 题 称 为 随机 对 策 问 题 ,我 们 可 以 应 用 平均 数 来 作 计算 。 
计算 的 方法 如 下 。 

表 中 各 种 对 策 组 合 出 现 的 可 能 性 都 相同 ,概率 都 等 于 0. 25。 由 
表 中 数据 , 齐 威 王 的 收益 为 0 和 2 的 概率 都 是 0.5。 于 是 齐 威 王 的 
平均 收益 为 


0x0.5+2X0.5=1 
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即 齐 威 王 和 田鼠 若 按 随 机 对 策 方法 赛 上 下 两 匹 马 , 则 齐 威 王 平均 每 
次 赢 田鼠 一 千斤 铜 。 


2. 均衡 对 策 


例 1 假设 某 地 区 有 两 家 电视 台 ,在 同一 天 的 同一 个 黄金 时 间 ， 
每 家 各 有 两 套 节目 可 供 选 择 播 出 。 经 调查 ,两 家 电视 台 各 种 节目 拱 
配 时 甲 台 节目 收视 率 如 下 表 : 


甲 台 节目 收视 率 (%) 


表 中 只 列 出 了 甲 台 节目 的 收视 率 , 乙 台 节目 的 收视 率 可 以 由 以 
下 的 公式 得 到 : 
乙 台 收视 率 二 100% 一 甲 台 收视 率 


这 里 我 们 假设 该 地 区 的 观众 不 是 收看 甲 台 的 节目 就 是 收看 乙 台 
的 节目 。 我 们 还 假设 两 家 电视 台 事先 都 知道 这 张 表 , 即 他 们 都 知道 
彼此 的 情况 和 选用 各 种 节目 后 的 结果 ,并且 在 播放 过 程 中 可 以 调整 
播放 的 节目 。 我 们 要 分 析 这 两 家 电视 台 会 播放 什么 节目 , 即 他 们 会 
采取 什么 对 策 来 面 对 他 们 之 间 的 竞争 呢 ? 

如 果 甲 台 播放 节目 A ,期 望 得 到 70% 的 收视 率 ;但 是 此 时 乙 台 
会 播放 节目 2, 使 甲 台 只 能 得 到 40%% 的 收视 率 。 而 甲 台 播放 节目 B， 
则 不 管 乙 台 播放 什么 节目 ,最 少 可 得 到 45% 的 收视 率 。 两 者 相 比 ， 
必然 是 甲 台 播放 节目 B, 乙 台 播放 节目 2。 由 此 推 知 , 甲 台 的 收视 率 
将 为 45% , 乙 台 的 收视 率 将 为 55%。 

现在 转 到 从 乙 台 的 立场 来 考虑 问题 。 我 们 先 反 上面 的 表 忽 所 

乙 台 节目 收视 率 的 表 : 
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乙 台 节目 收视 率 (%) 


如 果 乙 台 播放 节目 1, 最 多 得 到 45% 的 收视 率 。 但 此 时 甲 台 会 
播放 节目 A, 使 乙 台 只 得 到 30% 的 收视 率 。 乙 台 播 放 节目 2, 则 最 多 
可 得 到 60% 的 收视 率 ,但 是 此 时 对 甲 台 最 好 的 选择 是 播放 节目 B， 
使 乙 台 只 得 到 55% 的 收视 率 。 两 者 相 比 ,必然 是 乙 台 播放 节目 2, 甲 
台 播 放 节 目 B。 甲 台 的 收视 率 将 为 45%, 乙 台 的 收视 率 将 为 55%。 
所 得 的 结果 和 前 面 分 析 的 结果 相同 。 

例 2 如果 两 家 电视 台 可 能 播放 的 节目 分 别 为 四 个 三 个 。 甲 
台 节 目 收视 率 (%) 如 下 表 所 示 : 


甲 台 节目 收视 率 (%) 


此 时 情况 变 得 比较 复杂 ,我 们 又 如 何 分 析 他 们 的 对 策 呢 ? 分 析 
的 思想 方法 仍 和 例 1 相同 ,可 以 用 下 表 表示 。 


基于 甲 台 节目 收视 率 的 对 策 分 析 表 (2 ) 
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表 中 的 第 6 列 (最 后 一 列 ) 的 数字 是 同一 行 数字 中 最 小 的 数字 。 
例如 表 中 第 三 行 对 应 甲 台 节目 A 的 最 后 一 个 数字 是 35, 它 是 70、 
50、35 三 个 数字 中 的 最 小 的 数字 ,我 们 称 之 为 甲 台 节目 A 收视 率 的 
保守 估计 。 这 个 数字 表示 当 甲 播放 节目 A 时 ,不 管 乙 台 播 放 什么 节 
目 它 所 能 得 到 的 最 低 的 收视 率 。 而 在 这 一 列 上 面 的 第 一 个 数字 
a(= 50), 是 最 后 一 列 对 应 甲 台 各 节目 收视 率 保守 估计 中 的 最 大 的 
数字 。a 表示 在 甲 台所 有 可 能 的 选择 中 ,可 以 得 到 保证 的 最 高 的 收 
视 率 。 表 中 的 最 后 一 行 的 各 数 是 同一 列 数字 中 的 最 大 的 数字 。 例 如 
该 行 的 第 三 个 数字 是 50 , 它 是 50、40、50、45 四 个 数字 中 的 最 大 数 
字 。 这 个 数字 对 应 乙 台 播放 节目 2 时 的 情况 ,说 明 当 乙 台 播放 节目 
2 时 ,只 要 甲 台 应 对 得 当 ( 此 时 甲 应 该 播放 节目 A 或 节目 C), 甲 台所 
能 够 得 到 的 最 高 收视 率 。 我 们 称 这 个 数字 为 乙 台 播放 节目 2 时 甲 台 
收视 率 的 最 乐观 估计 。 该 行 的 第 一 个 数字 4 = 50 是 这 一 行 中 最 小 
的 数字 。 表 示 的 是 对 乙 台 所 有 可 能 的 选择 ,只 要 应 对 得 当 , 甲 台 能 获 
得 的 最 低 的 收视 率 。 在 右 下 角 的 数字 “是 与 <、 相等 的 数 ,这 里 是 
50。 对 应 这 个 数字 的 是 甲 台 播放 节目 C, 乙 台 播放 节目 2, 各 获得 
50% 的 收视 率 。 这 就 是 两 家 电视 台 都 会 采取 的 科学 对 策 。 我 们 称 这 
种 决策 为 均衡 对 策 组 合 。 

下 面 我 们 可 以 试 试 其 他 对 策 组 合 会 发 生 什么 情况 。 结 论 将 是 ; 
改变 这 样 的 选择 将 使 改变 者 的 收视 率 降低 ,从 而 双方 都 不 会 采用 除 
此 以 外 的 其 他 对 策 。 这 也 是 称 此 决策 为 “均衡 对 策 "的 原因 。 

假设 甲 台 不 是 播放 节目 C, 而 是 播放 节目 A, 期 望 得 到 更 高 的 收 
视 率 (70%%); 此 时 乙 台 会 播放 节目 3, 使 甲 台 只 能 得 到 35% 的 收视 
率 , 比 均衡 对 策 组 合 中 甲 的 收视 率 (50%) 低 。 另 一 方面 ,如 果 乙 台 不 
是 播放 节目 2, 而 是 播放 节目 3, 期 望 得 到 更 高 的 收视 率 (65%); 则 此 
时 甲 台 会 播放 节目 C, 使 得 乙 台 只 得 到 45% 的 收视 率 , 低 于 均衡 对 
策 组 合 50% 的 收视 率 。 其 他 对 策 组 合 也 将 有 同样 的 结果 ,从 而 证 实 
了 上 述 的 结论 。 因 而 甲 台 播放 节目 C, 乙 台 播放 节目 2 是 双方 都 能 
接受 的 结果 。 

在 对 策 论 中 ,这 样 的 模型 称 为 “两 人 零 和 对 策 ”。 这 是 因为 :如 果 
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把 两 人 中 输 的 一 方 记 为 一 1, 赢 的 一 方 记 为 1, 则 他 们 的 和 为 零 。 其 
实 如 果 每 种 对 策 组 合 的 结果 都 是 一 个 与 对 策 组 合 无 关 的 常数 ,也 都 
可 以 作为 零 和 对 策 。 例 如 上 述 电视 台 的 收视 率 总 和 恒 为 1, 也 属于 
零 和 对 策 。 两 人 零 和 对 策 是 对 策 论 中 所 研究 的 许多 问题 中 的 一 个 。 
按照 这 种 方法 计算 得 到 的 a 和 0, 在 有 些 情况 下 是 不 相等 的 ,这 时 我 
们 就 称 该 对 策 问题 为 不 稳定 对 策 问题 ;相应 地 ,a 和 4 相等 时 的 对 策 
问题 称 为 稳定 的 对 策 问题 。 例 2 是 一 个 稳定 对 策 问题 。 在 稳定 对 策 
问题 的 情况 下 ,一 般 情况 也 像 例 2 中 分 析 的 那样 ,会 有 一 个 双方 都 可 
接受 的 对 策 组 合 ,任何 一 方 改变 对 策 ,只 会 使 自己 的 利益 受 损 。 用 这 
种 方法 计算 例 1 的 情况 ,得 到 同样 的 结论 ,这 也 是 一 个 稳定 的 对 策 问 
题 。 下 面 我 们 举 一 个 不 稳定 对 策 问题 的 例子 。 
例 3 两 家 电视 台 各 种 节目 搭配 时 的 甲 台 节目 收视 率 如 下 表 : 


甲 台 节目 收视 率 ( %) 


由 表 中 可 知 , a 天 5。 我 们 来 具体 看 看 一 方 播放 某 个 节目 后 会 有 什么 
情况 发 生 :如 果 甲 台 播放 节目 A, 以 期 得 到 70% 的 收视 率 ,此 时 乙 台 
一 定 不 会 播放 节目 1, 而 是 播放 节目 2, 这 样 对 乙 台 来 说 ,可 以 获得 
60% 的 收视 率 。 但 若 乙 台 播放 节目 2, 甲 台 必然 改 播 节目 B, 以 获得 
55% 的 收视 率 。 但 若 甲 台 播放 节目 B, 乙 台 必然 改 播 节目 1, 以 获得 
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55% 的 收视 率 。 但 若 乙 台 播放 节目 1, 甲 台 必 然 改 播 节目 A ,以 期 获 
得 70%% 的 收视 率 …… 这 样 看 来 每 种 对 策 组 合 都 不 能 使 双方 同时 满 
意 。 这 就 是 为 什么 称 这 样 的 对 策 问题 是 “不 稳定 ”的 原因 。 


3. 随机 对 策 和 期 户 


让 我 们 再 回 到 田鼠 赛马 的 问题 上 , 齐 王 和 田鼠 也 构成 零 和 对 策 
的 双方 , 按 处 理 零 和 对 策 的 方法 ,由 下 表 ( 表 中 的 数字 表示 千斤 铜 的 
量 ) 可 知 ,在 这 个 问题 中 不 存在 均衡 策略 ,那么 我 们 应 如 何 分 析 和 解 
释 这 个 问题 呢 ? 这 就 需要 运用 随机 的 思想 和 概率 的 方法 。 


基于 齐 王 的 收益 表 


齐 王 和 田鼠 各 有 6 种 策略 ,如 果 比 赛 双 方 预先 都 不 知道 对 方 所 
选 的 策略 , 旦 各 人 选择 每 种 策略 的 概率 都 是 相同 的 ,都 是 /6。 那 
么 ,各 人 比赛 结果 的 收益 是 随机 的 。 例 如 当 齐 王 出 策略 “上 中 下 "时 ， 
著 田鼠 的 策略 是 “上 中 下 ”, 则 齐 王 赢 3 千斤 铜 ; 若 田鼠 的 策略 是 “中 
下 上 ”, 则 齐 王 赢 1 千斤 铜 ; 若 田鼠 的 策略 是 “下 上 中 ”, 则 齐 王 输 1 千 
斤 铜 。 由 概率 的 知识 可 计算 得 齐 王 的 平均 得 益 是 : 


二 = 二 (3+1+1+1-1+D=1 


即 齐 王 虽 然 每 次 比赛 的 盈利 数 是 未 知 的 ,但 是 可 计算 得 其 平均 


第 二 章 第 八 节 对 病 论 的 例 : 田 忆 赛马 143 


盈利 是 1 千斤 铜 ,随机 数学 中 将 这 个 平均 数 “1" 称 为 期 望 值 。 从 上 表 
中 还 可 看 出 ,在 齐 王 随机 地 采用 其 他 策略 时 ,其 盈利 的 期 望 值 也 都 是 
1( 千 斤 铜 )。 

在 同样 的 比赛 规则 下 ,我 们 还 可 计算 得 田鼠 的 盈利 的 期 望 值 是 


7= 寺 (一 3 一 1 一 1 一 1+1 一 1 1 


即 平均 输 1 干 斤 铜 。 

到 现在 为 止 ,可 将 他 们 的 比赛 对 策 归纳 如 下 : 

1) 如 果 齐 王 先 宣布 自己 的 出 场 阵势 是 “上 中 下 ”, 那 么 当 田鼠 是 
笨蛋 ,也 出 “上 中 下 "时 , 齐 王将 赢得 3 千斤 铜 ,这 是 田鼠 的 最 差 策略 ; 

2) 如 果 齐 王 先 宣布 自己 的 出 场 阵势 是 “上 中 下 ”, 那 么 当 田鼠 是 
聪明 人 ,会 出 它 的 最 好 策略 “下 上 中 ”, 齐 王将 输 掉 1 干 斤 铜 ; 

3) 如 果 齐 王 预先 不 宣布 自己 的 策略 , 且 田 忌 也 是 聪明 人 ,他 们 
两 人 都 随机 地 调换 各 种 策略 ,那么 这 时 不 存在 最 好 策略 或 最 差 策略 ， 
田鼠 可 能 会 赢 1 干 斤 铜 ,也 可 能 会 输 3 千斤 或 1 千斤 铜 ,但 总 体 来 
说 ,田鼠 会 平均 输 1 千斤 铜 ,而 齐 王 会 平均 赢 1 千斤 铜 。 事 实 上 齐 王 
的 实力 确实 比 田鼠 强 些 ; 

4) 如 果 两 个 人 都 不 预先 宣布 自己 的 策略 ,而 其 中 的 一 位 又 有 
策略 偏向 , 即 对 6 种 策略 不 是 随机 应 用 。 我 们 不 妨 假设 田鼠 有 策 
略 偏向 ,例如 ,他 糊涂 地 认为 “下 上 中 "的 策略 最 可 能 赢 ,因而 一 直 
出 这 种 策略 , 齐 王 一 旦 掌握 了 田鼠 的 这 种 偏向 ,只 要 也 出 “下 上 中 ” 
的 策略 ,田鼠 就 会 输 3 千斤 钢 。 或 者 田鼠 只 局 限 在 几 种 策略 中 进行 
选择 (如 只 选 *< 下 上 中 ”“ 下 中 上 ”和 “上 下 中 ”) ,而 另 一 些 策略 从 不 选 
择 ,那么 齐 王 只 要 不 选 针对 这 些 策略 中 对 自己 最 不 利 的 对 策 ( 即 不 先 
“上 中 下 ”“ 上 下 中 ”和 * 中 上 下 ”) ,就 可 增加 赢 的 次 数 和 赢 的 铜 数 


(可 计算 得 此 时 齐 王 盈 利 的 期 户 信 为 党 > 1)。 
在 随机 对 策 中 ,如 果 双 方 都 是 “聪明 人 "的 话 ,不 存在 * 必 赢 "的 策 
略 ,都 必须 时 风险 ,但 是 我 们 必须 把 握 机 会 .不犯 错误, 争取 尽量 高 的 


期 望 值 。 
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习题 

1. 在 “石头 .剪子 \ 布 "的 猜拳 游戏 中 ,石头 赢 剪子 ,剪子 赢 布 , 布 
赢 石头 。 规 定 赢 者 得 1 分 , 输 者 不 得 分 。 比 较 下 面 几 种 情况 ,考虑 对 
策 的 选择 应 该 有 何不 同 ? 

(1) 对 方 先 出 拳 ; 

(2) 对 方 只 出 一 种 拳 ; 

(3) 对 方 大 多 数 出 “石头 ”; 

(4) 对 方 只 出 两 种 拳 ; 

(5) 对 方 随意 出 拳 。 

2. 在 齐 威 王 和 田鼠 赛马 各 出 三 匹 马 的 情况 下 ,有 几 种 可 能 的 对 
策 组 合 ? 齐 威 王 在 所 有 的 组 合 中 取胜 的 有 多 少 组 合 ? 占 总 数 的 比例 
是 多 少 ? 这 个 比例 说 明 什么 问题 (提示 :考虑 两 人 比赛 次 数 非常 多 时 
的 情况 )? 

3. 在 两 家 电视 台 竞 争 的 例子 中 , 若 事 先 每 一 方 都 不 能 知道 对 方 
会 播放 什么 节目 ,而 且 假 设 节目 一 经 决定 就 不 能 变动 ,此 时 两 家 电视 
台 会 如 何 决策 ? 

4. 如 果 齐 王 和 田鼠 都 不 预先 公布 自己 的 策略 ,但 是 田鼠 知道 齐 
王 总 是 把 * 上 马 ” 放 在 最 后 出 场 ,那么 田鼠 应 如 何 对策 , 才 能 获得 最 大 
盈利 ? 盘 利 为 多 少 ? 
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第 九 节 ”背包 问题 和 线性 规划 


一 个 旅行 者 外 出 远 游 ,由 于 负重 能 力 的 限制 只 能 选 带 少 量 必 需 
的 日 用 品 , 选 带 哪些 日 用 品 最 合适 ? 为 了 优化 牲畜 品种 ,要 在 原 有 不 
同 品种 的 牲畜 中 选择 两 个 品种 试行 交配 ,怎样 选择 试验 品种 可 使 试 
验 费 用 最 小 ? 一 项 综合 工程 需 建 在 不 同 的 几 个 地 方 , 在 可 供 选 择 的 
地 点 中 如 何 选 址 才能 使 综合 效益 最 佳 ? 等 等 ,这 些 问题 都 是 规划 问 
题 。 在 现实 生活 中 有 许多 规划 问题 。 


1. 0 一 1 规划 的 问题 


例 1 (背包 问题 ) 一 个 旅行 者 ,为 了 准备 必要 的 物品 ,要 在 背包 
里 装 一 些 最 有 用 的 东西 。 他 共有 m 件 物品 , 按 物品 有 用 的 程度 定 出 
物品 的 “价值 ”, 设 第 i 件 物品 的 价值 记 为 ci, 重量 为 oi, 而 他 最 多 只 
能 带 千克 的 物品 。 那 么 他 应 选 带 哪 些 物品 ,使 总 重量 不 超过 2 且 
使 用 价值 最 大 ? 

由 于 物品 只 能 整 件 带 , 变 量 zx; 表示 第 i 件 物品 “ 带 " 或 “不 带 ”， 
规定 ， 
1 带 第 i 件 物品 
0 不 带 第 i 件 物品 


目标 函数 为 ， 
3 一 czl 十 czzz 十 … 十 cnZm 
问题 要 求 的 是 使 目标 函数 y 最 大 的 解 (zi ,zx: ,，… , zm) ,其 中 约 
束 条 件 为 : 


I46 ”要 代数 学 大 现 EE 


i=l 


{ Tn 
zi = {0, 1}(i=1,2,.,m) 


例 2 (指派 问题 ) 车 间 里 有 4 位 师傅 A;(i = 1, 2, 3, 4), 他 们 
都 能 独立 完成 四 项 不 同 的 任务 B;(j = 1, 2, 3, 4)。 由 于 他 们 各 有 特 
长 ,完成 四 项 任务 所 需 的 时 间 不 同 ,下面 的 表 中 列 出 了 他 们 完成 每 项 
工作 所 需 的 时 间 。 


规定 每 项 任务 安排 一 人 , 且 仅 安 排 一 人 。 问 怎样 安排 才能 使 四 
项 任务 完成 的 总 时 间 最 少 ? 
设 变量 zx 表示 安排 A; 去 做 任务 B ,并 规定 : 


J1 A 做 任务 B， 
= A, 不 做 任务 B， 


每 个 人 都 有 一 项 工作 : 即 > yz = 1(i= 1,2, 3, 4)， 
和 1 


每 项 工作 都 有 一 人 做 : 即 Bs =1(j=1,2,3,4)。 
目标 函数 是 
T= 3zu 十 14zi 十 10zu 十 5zik 
十 10zz 十 4zzz 十 12zzs 十 10zz4 
十 93 十 14zx3z 十 15zss 十 13za4 


十 7zrua 十 8zrisz 十 11zis 十 9zu 
第 二 宰 ”第 九 节 .背包 问题 和 线性 规划 147 


六 
约束 条 件 为 1 yx, -= 1 


zy = 10, 1 (i,j=1,2,3,4) 
问题 是 要 求 使 目标 函数 工 最 小 的 解 jzy | i, j 二 1, 2, 3, 4}。 
例 3 ( 选 址 问题 ) 某 公司 准备 在 市 东 、 西 、 南 三 个 区 建立 门市 
部 ,有 7 个 点 Ai(i = 1, 2, …, 7) 可 供 选 择 。 要 求 
(1) 在 东区 ,A,, A, A; 三 个 点 中 至 多 选 两 个 ; 
(2) 在 西区 ,A, ,As 两 个 点 中 至 少 选 一 个 ; 
(3) 在 南 区 ,As ，A; 两 个 点 中 至 少 选 一 个 。 
如 果 选 用 A, 点 ,设备 投资 费用 为 b; 元 ,每 年 可 获 利润 c 元 ,而 
投资 总 额 不 得 超过 B 元 。 问 如 何 选 点 可 使 年 利润 为 最 大 ? 
若 以 变量 zx; 表示 A; 是 否 被 选用 的 变量 ,规定 : 
= 一 | A; 被 选用 
0 A; 不 被 选用 
则 该 问题 的 数学 表示 为 ， 
求 目标 函数 的 最 大 值 : max De 
[zl 十 zz 十 zs 和 安 2 
24 十 2 之 1 
zs 十 ZT1 宇 1 
z= {0,1: (i=1,2,.%,7) 


其 中 约束 条 件 : 


[Do <B 
例 4 项 目 选择 问 是 
某 公司 有 机 会 对 三 个 项 目 进行 投资 ,根据 该 公司 的 预算 ,前 两 年 
每 年 能 投资 6 万 元 ,后 两 年 每 年 能 投资 ? 万 元 ,而 这 三 个 项 目 每 年 所 


需 的 投资 额 及 利润 如 下 表 : 
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投资 年 度 


第 一 年 6 
第 二 年 6 
第 = 年 | 4 2 es 
第 四 年 5 2 3 7 
利 润 17 10 16 

怎样 选择 投资 项 目 可 获得 最 大 利润 ? 


该 公司 对 每 个 项 目 Bi(i = 1, 2, 3) 的 投资 仅 有 两 种 选择 : 投 与 
不 投 ,可 用 变量 又 zx; 表示 ,并 规定 : 


到 过 人 对 Bi 投资 
0 对 B, 不 投资 

由 于 每 年 投资 额 的 限制 , 故 有 

4zz 十 2zs 挟 6 

5zi 十 zz 十 2zs 委 6 
约束 条 件 : 44zli 十 2z: 十 3zs 二 7 

5zl 十 2zr: 十 3zs 委 7 

z= {10,1} (i=1,2,3) 
目标 函数 是 利润 L 二 17z, 十 10z; 十 16zs, 求 使 L 最 大 的 解 是 


{z1, ze, Ts}o 
2. 0 一 1 规划 的 解法 


上 述 4 例 都 是 规划 问题 ,它们 具有 共同 的 特点 : 

1) 变量 只 能 取 0 或 1; 

2) 目标 函数 是 变量 的 线性 函数 ; 

3) 约束 条 件 也 都 是 变量 的 线性 函数 。 

这 类 规划 问题 称 为 0 一 1 线性 规划 问题 ,简称 0 一 1 规划 。0 一 1 
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规划 反映 的 实际 问题 涉及 面 很 广 。 

有 m 个 变量 的 0 一 1 规划 , 它 的 解 至 多 有 2” 个 。 如 果 变量 数目 
不 多 ,可 列举 出 所 有 可 能 解 ,再 检验 它 是 否 符合 约束 条 件 ,然后 从 中 
选 出 最 优 解 ,这 种 方法 称 完全 枚 举 法 。 如 例 4 中 共有 3 个 变量 , 即 
m 二 3, ZXi(i 二 1, 2,3) 取 0 或 1, 数 组 (zi, rz, zs) 有 2 个 方案 ,分 
别 为 


0, 05 0 CL.0% 0 004,07 (07131)s 
Co Ty:0) {0505 3 Ch .07 Ds (ls yD 

先 检查 这 些 数 组 是 否 符合 约束 条 件 , 其 中 满足 约束 条 件 的 有 

六 组 : 
(0, 0, 0) L=0° 
(1, 0, 0) L=17 
(0,1,0) L=10 
(0,0,1) L=16 
(0,1,1) L=26 
(1, 1, 0) L=27 

比较 这 些 解 的 优 劣 ,使 虐 最 大 的 解 是 (1, 1, 0), 即 最 优 和解 为 
Zi 一 1]，za 一 1 ，7s 一 0 (投资 Bi、 B, 项 目 ) ,此 时 工 = 27。 完全 枚 
举 法 虽 简 单 , 但 当 变量 较 多 时 ,计算 十 分 麻烦 ,必须 寻找 适合 多 变量 
0 一 1 规划 的 解法 。 

有 一 种 专门 用 来 解 0 一 1 规划 的 方法 , 称 为 匈牙利 法 , 它 是 比较 
方便 的 。 匈 牙 利 法 是 通过 一 系列 简约 矩阵 求 得 最 优 解 , 故 也 称 为 简 
约 矩阵 法 。 它 是 在 匈牙利 数学 家 库 尼 格 证 明了 有 关 理论 的 基础 上 奸 
立 起 来 的 。 这 种 方法 是 通过 对 任务 指派 问题 所 给 出 的 mXm 阶 矩 阵 
进行 一 系列 简化 ,使 矩阵 的 每 一 行 每 一 列 都 各 含有 一 个 “0" 元 素 , 然 
后 根据 这 m 个 “0" 元 素 (不 唯一 ) 即 可 得 最 优 解 。 

以 例 2 为 例 , 题 中 的 矩阵 为 
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14 15 13 
8 11 9 


将 矩阵 中 第 一 行 减 去 它 的 最 小 元 素 3 ,该 矩阵 变换 成 ， 


rf3—3 14 一 3 10 一 3 5 一 3 


10 4 12 10 
9 14 15 13 
L 7 8 11 9 | 


此 时 目标 函数 T 变 成 工 ,变换 后 的 目标 函数 为 : 


下 一 了 一 3(za 十 za 十 za 十 Za) 
一 工 一 3 


(因为 za 十 zz 十 za 十 zu 一 1) 


显然 ,与 原 目标 函数 工 仅 差 一 个 常数 ,T 与 工 能 同时 取 最 小 
(或 最 大 ) 值 , 即 与 T' 同 解 。 因 此 ,可 以 对 和 矩阵 的 每 行 (或 列 ) 作 加 
减 变换 ,直到 每 一 行 每 一 列 都 含有 “0" 元 素 为 止 ,都 不 会 改变 问题 的 


最 优 解 , 只 改变 目标 函数 的 值 。 例 如 ， 


3 14 10 5 . 11. 7 2 本 

每 行 减 去 本 第 三 列 减 
10 4 12 10| 行 的 最 小 数 |6 0 8 6 
9 14 15 13 0 5 6 4 
人 0 1 4 2 


三 列 减 去 
4, 第 四 列 减 2 |6 0 


3 0 
4 4 
2 2 

0 


0 


最 后 这 个 矩阵 的 每 一 行 每 一 列 都 含有 0" 元 素 , 矩 阵 经 过 这 些 变 
换 后 ,只 影响 目标 函数 的 值 ,而 不 会 改变 最 优 解 。 现 在 可 按 这 个 矩阵 
进行 任务 指派 。 为 了 使 目标 函数 达到 最 小 ,可 以 从 “0 "元 素 最 少 的 行 
开始 指派 ,每 行 每 列 只 指派 一 个 “0" 元 素 ,指派 到 的 “0” 记 为 “0" ”, 同 
行 同 列 的 其 他 “0" 元 素 不 再 指派 , 记 为 多 。 由 此 可 见 ,指派 方式 不 是 


唯一 的 。 按 这 种 方法 ,前 面 的 矩阵 可 变换 为 : 
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3 0 6 11 30 ® 11 3 0 
6 0 44 6 0 4 4 6 0 4 4 
0 5 22| lo ss 22 lo s 2。 2 
0 1 00 ® 1 oo ® 1 0 @ 
® 11 3 0 
.le 0 4 4 
0 5 2 2 
B® 1 0 @ 


凡是 “0" 处 的 zw = 1, 其 他 元 素 zy = 0, 即 指派 结果 为 : 


0 
0 
(z2) = | 
0 


矩阵 中 zu 二 1, 表示 安排 A 做 B, 工作 ; zz = 1, 表示 安排 A， 
做 B: 工作 ; za = 1, 表示 安排 As 做 B, 工作 ; ze = 1, 表示 安排 A， 
做 Bs 工作 。 

在 这 种 安排 下 ,目标 函数 (总 时 间 )T 为 最 小 : 


minT 一 3X0 十 14X0 十 10X0 十 5X1 
十 10X0 十 4X1 十 12X0 十 10X0 
十 9X1 十 14X0 十 15X0 十 13X0 
十 7X0 十 8X0 十 11X1 十 9X0 
一 5 十 4 十 9 十 11 
一 29( 小 时 ) 


匈牙利 算法 比较 方便 ,不 需要 特殊 工具 , 仅 靠 纸 与 御 就 可 进行 。 
当 变 量 很 多 时 ,可 通过 计算 机 运算 。 现 实 世界 中 还 存在 着 许多 具有 
组 合 特征 的 涉及 “是 "或 " 非 "决策 的 最 优化 问题 ,这 类 问题 也 可 归结 
为 0 一 1 规划 。 如 果 线 性 规划 中 的 变量 仅 限于 取 整 数 时 ,这样 的 线性 
规划 称 为 整数 规划 。 显 然 ,0 一 1 规划 是 整数 规划 的 特殊 情况 。 
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0 0 
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3. 一 般 线性 规划 的 问题 


例 5 某 公 司 生产 A、B 两 种 产品 ,每 种 产品 都 需 经 过 I 、 卫 两 
道 工序 加 工 。 其 中 生产 100 件 A 产品 需 经 工 工序 加 工 7 小 时 ,开工 
序 加 工 4 小 时 ;生产 100 件 B 产 品 需 经 I 工序 加 工 6 小 时 ,五 工 序 加 
工 2 小 时 。 生 产 100 件 A 产品 可 获 利 6 万 元 ,生产 100 件 B 产品 可 
获 利 2 万 元 。 现 在 设备 的 条 件 限制 是 : 工 工序 的 加 工 总 工时 不 能 超 
过 43 小 时 ,开工 序 的 加 工 总 工时 不 能 超过 16 小 时 , 问 如 何 安 排 产 品 


生产 计划 可 使 公司 获 利 最 多 ? 
解 ” 设 安排 生产 A 的 产品 数 为 z( 以 百 件 计 ) ,安排 生产 B 的 产 
品 数 为 y( 以 百 件 计 )。 
据 题 意 可 得 关系 式 : 
7z 十 6y 委 43 
4z 十 27 委 16 @ 
I 宇 0 
y 宇 0 
利润 函数 为 


Plr, »y) = 6zr+2y 


本 题 所 要 解决 的 问题 是 :在 满足 条 件 @ 的 z、y 中 , 求 出 zo、y。， 
使 = z,y= yo 时 ,利润 函数 P(z, y) 达 到 最 大 值 。 

这 里 P(x, y) 也 称 为 目标 函数 ,@ 式 中 四 个 不 等 式 称 为 对 z、y 
的 约束 条 件 。 

例 6 某 公司 生产 A 和 B 两 种 饲料 ,每 100 单位 A 饲料 的 成 
本 价值 为 11 元 ,100 单位 B 饲料 的 成 本 价值 为 8 元 。 两 种 饲料 仿 
I 、 卫 、 卫 三 种 营养 素 。 每 100 单位 饲料 所 含 各 种 营养 素 单位 量 
如 下 :; 
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营养 素 I 10 | 2 
营养 素 卫 3 | 3 
营养 素 亚 "4 9 


现在 要 求 所 生产 的 饲料 中 营养 素 工 的 总 含量 至 少 要 20 单位 , I 
的 总 含量 至 少 18 单位 ,下 的 总 含量 至 少 36 单位 。 问 :如 何 安排 A、 
B 两 种 饲料 的 生产 量 可 以 使 总 成 本 最 少 ? 
解 设 安排 生产 A 饲料 z(100 单位 ) , 按 排 生产 B 饲料 >(100 
单位 )。 
则 根据 题 意 可 得 约束 条 件 : 
10z 十 2y 之 20 
3z 十 3y 之 18 
4r 十 9y 之 36 © 
x0 
y 宇 0 


问题 归结 为 约束 条 件 @ 下 , 求 x 和 >y 的 数值 ,使 目标 函数 (总 成 
本 ) G = 11z 十 8y 达到 最 小 值 。 

例 7 某 工厂 生 产 某 种 产品 ,需要 在 长 度 为 2 000 毫米 的 圆 钢 上 
截取 长 度 分 别 为 600 毫米 .750 毫米 和 950 毫米 三 种 规格 的 备用 钢 
筋 ,这 三 种 备用 钢筋 依次 需要 100、200 和 300 根 。 怎 样 下 料 才 能 使 
余 料 最 少 ? 

解 ” 采 用 搭配 截取 的 方法 。 找 出 余 料 不 足 600 毫米 的 一 切 下 料 


方案 如 下 表 所 示 。 


设 使 用 圆 钢 zx; 根 (i = 1, 2, …, 6), 按 第 i 种 方案 下 料 。 问 题 
就 归结 为 求 TIT1, Xs, TXT3, ***, Te ,满足 约束 条 件 
3zl 十 2zzs 十 zs 之 100 
Zi 十 2z4 十 zs 之 200 
Zi 十 Zs 十 2zx6 之 300 


zi>0 i=1,2,.,6 
使 得 余 料 

S = 200zi 十 50zs + 450zs + 500z4 + 300zs 十 100zs 
为 最 少 。 


例 5、 例 6\ 例 7 有 下 面 三 个 特征 : 

1) 每 个 问题 都 要 求 一 组 未 知 数 (zl，x。，…，z,) ,这 组 未 知 数 
的 一 组 确定 值 就 代表 一 个 具体 方案 ,通常 要 求 这 些 未 知 数 的 取 值 者 
是 非 负 的 ， 

2) 存在 一 定 的 限制 条 件 , 称 为 约束 条 件 。 这 些 约束 条 件 可 用 一 
组 等 式 或 不 等 式 表示 出 来 ; 

3) 都 有 一 个 目标 要 求 , 就 是 要 求 依赖 于 这 组 未 知 数 的 某 个 函数 
( 称 为 目标 函数 ) 达 到 最 大 值 或 最 小 值 。 

如 果 约 束 条 件 和 目标 函数 都 是 未 知 数 的 一 次 函数 , 则 具有 上 述 
特征 的 问题 称 为 线性 规划 问题 。 


4. 一 般 线 性 规划 问题 的 解法 


线性 规划 问题 的 解法 不 少 , 我 们 在 此 介绍 两 种 。 
(1) 线性 规划 问题 的 图 解法 
对 于 只 含 两 个 变量 的 线性 规划 问题 可 以 用 图 解法 求解 。 下 面 举 
例 说 明 图 解法 。 
用 图 解法 求 例 5 的 解 , 求 z、y 满足 约束 条 件 : 
| 十 6y 委 43 


4z 十 27 委 16 
x, y 宇 0 
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并 使 函数 max P(z，?) = 6z 十 2 达到 最 大 值 。 

解 在 以 z、y 为 坐标 的 直角 坐标 系 中 ,约束 条 件 7z 十 6? 委 43 
表示 包含 直线 7z 十 6y = 43 在 内 的 左下 半 
平面 ,约束 条 件 4z 十 2y 过 16 表示 包含 直 
线 4z 十 2y = 16 在 内 的 左下 半 平 面 。 条 件 
工 之 0, y 之 0 表示 包含 坐标 轴 在 内 的 第 一 
象限 。 如 图 2. 9. 1, 有 阴影 的 凸 多 边 形 部 
分 就 是 本 线性 规划 问题 的 可 行 解 域 。 

根据 线性 规划 问题 的 理论 可 知 ,本 题 
的 最 优 解 一 定 在 凸 多 边 形 的 四 个 顶点 :O， 

4 8 A, C, B 中 的 某 一 个 上 取得 。 这 四 个 顶点 
图 2.9.1 的 坐标 分 别 为 


0(0, 0), A(0, 名 ), c(1, 6), B(4, 0) 
6 


求 出 四 个 顶点 上 函数 P(z, y) 的 值 并 作 比 较 ,可 求 出 其 中 最 大 
者 为 P(4, 0) = 24, 即 安 排 生产 A 产品 400 件 .B 产品 0 件 时 获 利 
最 大 ,可 获 利 24 万 元 。 

用 图 解法 求 例 6: 

10z 十 2y 之 20 
3z 十 3y 之 18 
4z 十 9y 过 36 
2Z 3 之 0 

求 G(z, y) = 11z 十 8y 的 最 小 值 。 

仿 例 5 的 方法 ,可 作出 可 行 解 域 如 图 2. 9. 2, 它 是 一 个 含 无 穷 远 
点 的 西 多 边 形 ,除了 无 穷 远 点 外 有 四 个 顶点 : 


18 12 
$y 


A(0, 10), B(1, 5), c( )， D(9, 0) 


在 四 个 顶点 上 ,G(z，y) 的 最 小 值 为 CG(1, 5) = 51。 
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图 2.9.2 


(2) 线性 规划 问题 的 单纯 形 解法 
当 一 个 线性 规划 问题 的 变量 个 数 多 于 3 时 ,图 解法 变 成 不 可 能 ， 
我 们 介绍 另 一 种 解法 一 一 单纯 形 解法 。 
为 了 叙述 的 方便 ,我 们 把 如 下 问题 称 作 是 线性 规划 的 标准 型 ; 
ailZl 十 aizzz 十 … 十 az 一刀 


azlZi 十 azzzz 十 … 十 azzw 一 02 


anlZl 十 anzzz 十 … 十 amZn 二 bn 
Zl 之 0， zz 0 Ps Zn 之 0 
bi, b2,.…, b» 之 0 
求 在 约束 条 件 @ 下 目标 区 数 
SS 一 cz 十 czzz 十 … 十 cezs 
的 最 大 值 。 
将 非 标准 型 的 线性 规划 问题 转化 为 标准 型 的 方法 是 : 
1) 若 原 来 要 求 的 是 目标 函数 S 的 最 小 值 , 则 只 要 令 S, = 一 5， 
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即 变 成 求 S, 的 最 大 值 问题 了 。 
2) 若 原来 的 约束 条 件 为 " 委 "的 不 等 式 , 则 只 要 在 不 等 式 左边 加 
上 一 个 新 的 非 负 变量 即 可 使 不 等 式 变 为 等 式 。 若 原来 的 约束 条 件 为 
“ 宇 " 的 不 等 式 , 则 只 要 在 不 等 式 的 左边 减 去 一 个 新 的 非 负 变 量 , 即 可 
使 不 等 式 变 为 等 式 。 所 加 上 或 碱 去 的 非 负 新 变量 称 为 松弛 变量 。 松 
弛 变量 在 目标 函数 中 的 系数 可 视 为 零 。 
3) 当 某 一 约束 方程 的 右 端 常 数 5, 为 负数 时 ,可 在 方程 两 端 同时 
乘 以 (一 1) ,使 b; 之 0。 
我 们 用 具体 例子 来 说 明 单 纯 形 法 的 计算 方法 和 步骤 。 
例 8 设 线性 规划 问题 的 约束 条 件 为 
6zl 十 2zs 入 180 
4zl 十 10zs 400 
3zl 十 5zs 二 210 
ri 之 0 (i=1,2) 


求 S = 31zi 十 22zs 的 最 大 值 。 
解 ” 先 将 这 个 线性 规划 问题 化 成 标准 型 
6zi 十 2zs 十 zs 一 180 
4zl 十 10zs 十 Zi 一 400 
3zi 十 5zz 十 zs 一 210 


Zi，zz，Za，Z4，25 之 0 


(其 中 zs 、z4、zs 是 松弛 变量 ) 
求 S= 31zi 十 22zs* 的 最 大 值 。 
按 问题 所 给 的 数据 作 以 下 单纯 形 表 
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作 上 述 单纯 形 表 的 步 又 是 : 

1) 上 表 的 第 3 一 第 8 列 是 所 给 各 方程 中 的 系数 和 右 端 数值 。 
第 5 行 的 数据 由 所 给 目标 函数 S = 31zi 十 22z, 中 对 应 的 系数 确 
定 。 填 写 这 一 行 数 据 时 先 将 等 式 右 端的 各 系数 变 号 后 填 入 相应 的 
位 置 上 。 . 

在 第 2 列 ( 基 变量 列 ) 前 三 行 的 位 置 上 填写 松弛 变量 ,这 三 个 位 
置 称 为 基 变 量 位 置 。 接 着 考察 S 行 上 的 数 是 否 都 是 非 负数 。 若 无 
负数 则 计算 到 此 结束 ,否则 按 下 面 2) 进 行 。 

2) 在 S 行 的 负 系数 中 选 一 个 绝对 值 最 大 者 ( 表 中 为 一 31)。 用 
该 数 所 在 列 ( 表 中 是 zx 列 ) 上 的 数 去 除 第 8 列 ( 即 5 列 ) 上 相应 的 数 ， 
将 商 填 入 第 9 列 ( 即 Q 列 ) 相 应 的 位 置 上 。 在 所 得 商 中 求 出 最 小 数 ， 

把 S 行 上 绝对 值 最 大 的 数 所 在 的 列 ( 表 中 是 x 列 ) 与 上 述 最 
小 比值 所 在 行 上 的 数 ( 表 中 是 6) 称 为 主 元 。 通 常 在 它 的 右上 角 记 
“x "号 。 找 出 主 元 后 ,用 主 元 所 在 列 上 的 变量 ( 表 中 是 x) 去 将 换 
主 元 所 在 行 上 的 变量 ( 表 中 是 x;)。 被 换 出 来 的 变量 x 用 箭头 
“<-" 表 出 。 然 后 用 消去 法 化 主 元 为 1, 化 主 元 所 在 的 列 的 其 他 元 
素 为 0。 

3) 若 S 行 上 系数 还 有 负数 , 则 再 重复 2)。 可 得 主 元 4, 并 用 变 
量 zs 去 替换 变量 zx; ,再 用 消去 法 ,使 原 主 元 所 在 位 置 为 1, 它 所 在 列 
的 其 他 元 素 为 0。 以 上 步骤 重复 进行 ,直至 S 所 在 行 的 系数 全 部 非 
负 为 止 。 下 表 是 本 例 的 计算 最 优 解 的 过 程 : 


s | -31 1 0 0 | 0 | 
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亚 
zt 0 1 -二 0 二 30 
S 9 0 35 | 1280 
由 第 2 列 出 现 的 变量 与 最 后 第 2 列 ( 即 5 列 ) 对 应 的 值 可 得 , 当 


zl 二 20, Z; 二 30, Xx, = 20 时 ,5S 的 最 大 值 为 1 280。 
例 9 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 : 


区 十 zz 十 3z 委 2 


2zl 十 3z: 十 4zs 委 10 
Ti 志 PEp0,1 一 1,，2, 3 
求 Z = zi 一 2zx 十 3x; 的 最 小 值 。 . 
解 令 S = 一 2 并 引入 松弛 变量 zi，25 ,将 原 问题 化 为 标准 形 
一 2zi 十 zz 十 3zs 十 zi 一 2 
| 十 3zz 十 4zs 十 zs 一 10 
Ti 之 0,i=1,2,.,5 
求 S = 一 zl 十 2xs 一 3zs 的 最 大 值 。 
用 单纯 形 法 求解 ,列表 计算 如 下 : 
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S 二 0 9 2 | 0 4 
em 
v 有, 7 oe 
2 Ea ry 二 
1 下 是 | 运 浊 ， 二 a 
| x 0 8 于 | 下 5 
| 
57 3 11 


| 访 “ | 法 
由 表 可 得 mn 一 二 ,zs = 3 时 ,S 取得 最 大 值 号 ,从 而 Z 取得 最 小 什 
1 
。 
单纯 形 法 目前 已 有 标准 的 计算 机 软件 ,使 用 时 只 需 按 要 求 输入 
目标 函数 和 约束 条 件 的 具体 数据 ,并 运行 这 个 软件 , 便 可 获得 最 
优 解 。 


习题 

1. 用 图 解法 求 下 列 问题 的 解 
9zi 十 4zz 委 360 
4zl 十 5zs 去 200 
3zl 十 10z 委 300 


Zi，zz 之 0 


求 maxS 一 7zi 十 12zi。 
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2. 用 单纯 形 法 求解 下 列 问题 
一 2z 十 zi 十 3z 入 2 
攻 十 3zz 十 4zs 委 10 


Zi，z，2za 之 0 


求 max S 一 一 zi 十 2zz 一 3zso 
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第 十 节 ”选举 中 的 数学 


投票 是 民主 政治 的 表现 之 一 ,可 是 很 少 有 人 知道 数学 和 投票 有 
着 非常 密切 的 联系 。 候 选 名 额 的 分 配 ,选举 者 选票 的 投 法 ,判断 当选 
的 规定 ,党派 联 合 的 多 数组 成 等 等 ,一 系列 的 问题 都 涉及 数据 的 处 
理 。 因 此 ,必要 的 数学 知识 已 成 为 民主 意识 的 组 成 部 分 。 


1. 不 同 的 选举 方案 


民主 选举 的 最 基本 的 原则 是 “多 数 选 举 ", 即 获得 多 数 票 的 候选 
人 当选 ;不 过 ,投票 的 程序 可 以 有 很 多 种 。 假定 候选 人 是 5 名 ,只 有 
1 人 当选 ,常见 的 方案 有 : 

@ 简单 多 数 票 ; 

@ 若 无 人 过 半数 ， 则 在 两 位 效 票 最 多 的 侯选人 之 间 增 加 一 一 场 决 
定性 竞选 ; 

@ 选举 人 可 以 对 5 名 候选 入 中 的 一 名 投 赞 成 票 (十 1) ,对 另 一 
位 不 喜欢 的 人 投 反 对 票 (一 1), 最 后 以 得 票 的 代数 和 最 高 者 当选 ( 支 
持 票数 减 去 反对 票数 ); 

图 赞成 选举 法 ,对 5 名 候选 人 中 喜欢 者 都 投票 ,选举 者 可 以 投 
1 一 5 票 ,最 高 得 票 的 一 人 当选 ; 

@@ 排序 方案 。 选 举人 可 以 将 5 名 候选 人 排队 , 即 对 5 人 中 最 满 
意 的 投 5 票 , 其 次 的 投 4 票 ,再 次 的 投 3 票 , 排 第 4 位 的 只 投 2 票 ,最 
不 满意 的 投 1 票 ,不 得 弃权 。 

让 我 们 来 评论 这 5 种 方案 。 方 案 @ 四 优点 是 简单 易 行 ,缺点 是 当 
选 者 的 得 票数 未 必 过 半 ,还 可 能 因为 得 票数 第 2 和 第 3 的 人 由 于 某 
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种 原因 而 竞争 特别 激烈 ,使 票数 分 散 而 落选 ,而 实际 能 力 不 如 他 们 俩 
的 另 一 个 人 也 许 票 数 集中 而 当选 。 方 案 @ 较 @ 为 好 ,保证 最 后 的 当 
选 者 得 票数 过 半 , 只 是 要 选 2 次 ,比较 麻烦 。 方 案 @ 人 允许 投 反对 票 ， 
可 以 充分 表达 选举 人 的 意愿 ,但 是 可 能 是 缺点 和 优点 都 不 突出 的 “中 
间 人 物 " 当 选 。 方 案 @ 能 够 充分 表达 选民 的 倾向 ,使 得 当选 者 能 够 获 
得 较 多 的 选民 拥护 ,不 会 出 现 选 票 分 散 的 情形 ,缺点 是 实行 比较 困 
难 ,因为 选举 人 有 5 票 投 票 权 , 如 何 分 配给 这 5 个 人 有 多 种 选择 , 没 
有 投票 经 验 的 人 往往 会 乱 投 一 气 ,反而 失去 真实 。 方 案 @ 可 能 出 现 
非常 复杂 的 情况 :人 们 共有 20 种 不 同 的 选择 ,容易 失控 。 
例 1 假设 某 团体 打算 外 出 旅游 ,有 3 个 方向 供 选择 :西湖 , 太 
湖 ,泰山 。 请 21 位 成 员 投票 决定 。 
可 能 有 以 下 情况 出 现 : 
第 一 , 按 方案 ,以 简单 多 数 确定 。 此 时 的 票数 为 :西湖 5 票 ， 
太湖 6 票 ,泰山 10 票 。 结 果 泰 山 以 10 票 中 选 。 
第 二 , 按 方 案 @ , 令 太 湖 和 泰山 对 决 。 结 果 支 持 西湖 的 选票 全 
部 转向 太湖 , 共 11 票 , 超 过 泰山 的 10 票 , 于 是 太湖 中 选 。 
第 三 , 按 方案 @, 大 家 对 去 西湖 不 反对 。5 票 赞 成 去 西湖 的 人 
中 有 1 人 反对 去 泰山 。 但 想到 太湖 的 6 人 除了 投 太湖 6 张 赞 成 票 之 
外 , 因 非 常 不 愿 仆 山 , 对 泰山 投了 6 张 反 对 票 。 而 在 愿意 去 泰山 的 
10 票 中 ,对 太湖 投了 7 张 反对 票 。 这 样 ,到 太湖 和 泰山 的 人 互相 投 
了 反对 票 ,结果 是 : 
西湖 5 一 0= 5( 票 ) 
太湖 ”6 一 7 = 一 1( 票 ) 
泰山 10 一 6 一 1 = 3( 票 ) 
于 是 ,西湖 中 选 ,太湖 竟然 得 了 负 票 ,不 受 欢 迎 。 
第 四 , 按 方案 @@ ,每 人 可 投 1 一 3 张 选 票 。 原 投 西湖 的 5 人 ,也 
喜欢 太湖 ,但 不 愿 支持 疏 泰 山 ,这 组 人 的 票数 分 布 为 5, 5, 0。 
原 投 太 湖 的 6 人 中 ,只 投 自己 喜欢 的 太湖 ,不 投 其 他 的 票 。 票数 
分 布 为 0, 6, 0。 
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原 喜 欢 泰 山 的 10 人 中 ,7 人 反对 去 太湖 ,4 入 不 反对 游 西 游 ,其 
至 也 赞成 。 这 组 人 的 票数 分 布 为 4, 3, 10。 
现在 的 结果 是 ， 


西湖 5 十 0 十 4 二 9( 票 ) 
太湖 5 十 6 十 3 = 14( 票 ) 
泰山 0 十 0 十 10 = 10( 票 ) 


结果 在 方案 @ 中 最 不 受 欢迎 的 太湖 以 14 票 当选 。 
第 五 , 按 方案 @ ,这 21 个 人 对 三 个 地 方 的 喜欢 程度 可 能 出 现 如 
下 情况 : 
5 人 选择 西湖 得 票数 > 太湖 得 票数 > 泰山 得 票数 
6 人 选择 太湖 得 票数 > 西湖 得 票数 > 泰山 得 票数 
10 人 选择 泰山 得 票数 > 西湖 得 票数 > 太湖 得 票数 
于 是 ,西湖 票数 3xX5+2X6+2X10= 47, 
太湖 票数 2xX5+3X6+1xX10= 38, 
泰山 票数 1X5+1X6+3X10= 4l。 
结果 是 在 用 方案 D 时 最 不 受 欢迎 的 西湖 中 选 。 
我 们 不 妨 让 学 生 做 些 试验 ,例如 ,分 别 用 这 五 种 选举 法 在 巩俐 、 
潘虹 、 姜 文 葛优 .陈佩斯 5 个 演员 中 选 出 一 人 为 最 佳 影星 。 看 看 选 
举 结果 是 否 一 致 。 


2. 代表 的 席位 分 配 


选举 课题 的 涉及 面 很 广 ,简单 的 如 代表 席位 的 分 配 。 美 国 宪法 
指出 "众议院 议员 的 名 额 …… 将 根据 各 州 的 人 口 比例 分 配 。 但 这 么 
一 名 话 , 实 行 起 来 却 问题 不 少 。20 多 年 来 ,关于 “如 何 公正 合理 地 分 
配 席位 ?的 争论 ,一 直 没 有 平息 。 

席位 分 配 问 题 的 数学 描述 是 : 

设 众议院 的 议员 席位 数 为 N, 共 有 s 个 州 ,第 i 个 州 的 人 口 数 为 
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P,, i 一 1, 2，…, s。 问题 是 找 一 组 数 ,Ni ，N。，…，N,, 使 得 Ni 十 
Ns 十 … 十 N, = N, 其 中 N; 表示 第 i 州 的 议员 席位 数 ,并 要 求 尽 可 
能 满足 人 口 比例 份额 Q ,这 里 ， 


最 简单 的 方案 是 四 舍 五 入 法 , 即 当 Q, 不 是 整数 时 ,小 数 部 分 按 
四 售 五 入 法 调整 。 但 此 时 可 能 出 现 因 四 而 含 去 的 州 多 ,导致 席位 数 
室 余 ,或 者 因 五 而 入 的 州 多 ,导致 席位 数 不 够 。 

1791 年 ,当时 的 美国 的 财政 部 长 A 哈密 尔 顿 (Hamilton) 提 出 
的 方案 如 下 : 

第 一 , 先 取 各 州 人 口 份额 Q, 的 整数 部 分 [Qi]; 

第 二 , 按 R; = Q; 一 [Qi] 的 大 小 排列 ,将 剩余 的 名 额 由 R; 的 大 
小 顺序 分 配 ,分 完 为 止 。 

这 种 方法 似乎 很 合理 ,但 有 时 也 会 产生 令 人 费解 的 矛盾 ,请 看 下 
面 的 例题 。 

例 2 设 学 生 代表 会 议 按 各 系 学 生 数 比例 分 配 代表 名 额 。 现 有 
甲乙 、 丙 三 系 ,各 系 的 学 生 数 依次 是 100、60、40, 代 表 总 席位 数 为 
20。 此 时 ， 


N=Q=10,N=Q=6,N=Q=4, 
于 是 公平 分 配 成 功 。 
后 来 ,各 有 3 名 学 生 分 别 从 丙 系 转 到 甲 系 和 乙 系 学 习 。 于 是 
P, = 103, P, 一 63，P: = 34 


Qi =10.3, Q =6.3,Q=3.4 

R, = 0.3, R, = 0.3, R; = 0.4 , 
按 四 舍 五 入 法 ,将 多 出 一 个 名 额 ; 按 哈密 顿 方法 ,由 于 Rs 为 最 大 , 则 
将 剩余 的 一 个 名 人 额 给 丙 系 ,甲乙 、 丙 三 个 系 的 代表 数 分 别 是 10、6、 


4。 难 以 理解 的 是 ,两 系 学 生 数 减少 了 15%% ,但 代表 名 额 却 没 有 变 
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化 。 甲乙 两 系 可 能 稍微 会 感到 有 些 不 公 , 但 还 是 接受 了 。 而 后 来 发 
生 的 情况 却 让 丙 系 难以 接受 了 。 

由 于 某 种 原因 ,学 生 代 表 会 议 的 代表 总 数 增加 到 21 名 。 这 时 按 
哈密 顿 方法 处 理 有 如 下 结果 : 


系 别 学 生 数 人 数 比 例 按 比 例 代表 数 最 终 代表 数 
甲 系 1038 | S515% | 10.815 | 11 
乙 系 63 | 31.5% 6.615 | 7 
两 系 34 17% 3.570 3 


这 一 结果 自然 引起 丙 系 学 生 的 不 满 。 为 什么 代表 席位 总 数 增加 
一 个 ,而 分 配给 丙 系 名 额 反而 减少 一 个 ? 

此 类 状况 在 美国 众 议 员 的 席位 数 分 配 上 也 曾经 出 现 过 。1880 
年 ,美国 阿拉 巴 马 州 对 哈密 顿 方法 提出 异议 ,因为 当 议员 总 数 增加 
时 ,该 州 议员 席位 反而 减少 。 另 外 , 当 某 州 的 入口 增加 率 比 其 他 州 高 
时 ,议员 数目 也 可 能 反而 减少 。 人 们 感到 哈密 顿 方法 一 定 存在 缺陷 。 

为 了 说 明 问 题 ,请 看 下 列 关 于 3 个 席位 的 分 配 情 况 : 


按 哈 密 顿 方法 , 丙 州 的 尾数 0. 375 较 乙 州 的 尾数 0.365 和 甲 州 的 
尾数 0. 26 大 ,因此 多 获得 一 个 名 额 。 但 当 人 口 增 加 时 , 丙 州 的 人 口 
增加 率 最 高 ,达到 20% , 却 因 尾数 0. 41 小 于 乙 州 的 尾数 0. 42 ,使 乙 
州 获得 一 个 剩余 名 人 额 , 丙 州 却 连 一 个 代表 也 没有 了 。 

这 两 个 例子 说 明了 哈密 顿 方法 存在 着 “ 悖 论 ”, 于 1910 年 被 废止 


在 大 选中 应 用 。 
从 1941 年 起 至 今 ,美国 国会 分 配 名 额 采用 的 是 亭 丁 顿 方 法 。 享 
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丁 顿 (Huntington) 是 哈佛 大 学 教授 ,20 世纪 20 年 代 提 出 用 不 公平 
程度 概念 来 处 理 席位 分 配 问题 。 

我 们 暂且 讨论 只 有 两 方 的 情形 。 

已 知 A 方 和 B 方 的 人 数 分 别 为 ta 和 ps, 得 到 的 席位 数 分 别 为 
na 和 ns。 


若 伏 = 组 ,， 则 该 分 配 是 公平 的 ; 

车 如 承重 ， 则 该 分 配 是 不 公平 的 。 其 中 从 (i 一 A, B) 较 大 的 
一 方 吃亏 , 即 对 这 一 方 不 公平 。 

在 这 种 情况 下 ,我 们 往往 无 法 做 到 公平 ,因为 如 果 得 便宜 的 一 方 
让 出 一 席 给 吃亏 的 一 方 ,又 会 使 原先 得 便 宣 的 一 方 变 成 吃亏 的 一 方 ， 
仍然 是 不 公平 分 配 。 为 此 我 们 要 建立 一 项 指标 ,来 衡量 不 公平 的 程 
度 。 使 得 在 不 能 公平 分 配 的 情况 下 ,让 我 们 做 到 不 公平 程度 尽量 小 。 

我 们 先 想到 一 种 简单 的 衡量 方法 : 

设 当 分 > 如 时 ,用 包 -如 作为 指标 来 衡量 对 A 方 的 不 公平 

na ns na np 

程度 。 

例 3 设 A 方 和 B 方 各 有 人 数 100 和 150, 现 有 6 个 席位 ,他 们 
的 席位 分 配 情况 如 下 ; 


A 方 B 方 总 人 数 ”| 不 公平 程度 


人 数 100 | 150 | 250 

理论 席位 | 2.4 | 3.6 | 6 | 
方案 1( 对 人 不 公平 ) | 2 4 | 6 12.5 
方案 2( 对 B 不 公平 ) 3 3 6 16.7 


从 表 中 可 见 ,方案 2 的 不 公平 程度 较 方案 1 大 些 , 因 此 采用 方案 
1 更 为 合理 些 。 


但 是 用 指标 一 下 来 刻 划 不 公平 程度 时 也 有 缺陷 ,例如 , 当 


pa = 120, ps = 100， na 一 ns 一 10 时 ， 
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Pa—Pe—12—10=2 


na ns 
he 10 时 ， 


当 pa = 1020, ps = 1000, na 


Pa— Pe-102—10=2 
Na na 


常识 告诉 我 们 ,后 一 种 情况 的 不 公平 程度 比 前 一 种 情况 要 好 得 
多 ,但 指标 双 二 名 却 反 映 不 出 来 。 因 此 有 必要 将 该 指标 作 改 进 ,在 


PB4 > 如 时 ,规定 用 
na np 


_ na np 
ra(na, na) 一 re 


来 刻 划 对 A 的 不 公平 程度 。 
这 时 ,前 面 讨论 的 问题 中 的 不 公平 程度 就 可 以 有 一 个 比较 精确 


的 刻 划 :在 前 一 种 情况 中 ,对 A 方 的 不 公平 程度 
120 _ 100 
ra(10, 10) = a =0.2 
10 


在 后 一 种 情况 中 ,对 A 方 的 不 公平 程度 


1.020 _ 1000 
ra(10, 10) = 1 = 0.02 ， 
10 
由 于 
Pa_ps 
ra(na, na) 一 i 
ns 
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较 准确 地 刻 划 了 席位 分 配 中 的 不 公平 程度 ,所 以 就 能 把 握 享 丁 顿 方 
法 的 基本 原则 一 一 使 分 配 中 的 不 公平 程度 尽量 小 。 这 一 方法 还 可 推 
广 到 多 方 的 席位 分 配 问 题 中 。 

不 过 , 享 丁 顿 方法 仍 有 不 足 之 处 。 到 了 1974 年 ,两 位 美国 人 工 ， 
巴林 斯 基 (Balinsky) 和 H. P. 杨 (Young) 提 出 了 席位 的 公平 分 配 公理 : 

公理 1 人 口 增加 不 会 失去 席位 。 

公理 2 平均 说 ,每 州 应 得 到 自己 应 分 摊 的 席位 。 

公理 3 总 席位 增加 不 会 使 某 州 的 席位 减少 。 

公理 4 最 后 席位 不 会 偏离 比例 份额 。 

公理 5 从 一 个 州 到 另 一 州 的 席位 转让 ,不 会 使 得 这 两 个 州都 
接近 它们 应 得 的 份额 。 

1982 年 ,巴林 斯 基 和 杨 证 明 : 不 存在 一 个 方案 能 满足 以 上 五 条 
公理 。 享 丁 顿 方法 尽管 还 有 毛病 ,但 相 比 之 下 仍 较为 合理 ,所 以 现在 
还 在 使 用 。 


3. 投票 实力 分 析 


西方 国家 实行 多 党 制 ,在 议会 里 各 政党 都 有 不 同 数 额 的 席位 。 
各 政党 未 必 可 以 单独 取得 多 数 而 上 台 执 政 。 因 此 ,在 没有 一 个 政党 
获得 绝对 多 数 的 情况 下 , 几 个 政党 联合 组 成 多 数 联合 执政 的 情况 屡 
见 不 鲜 。 因 此 如 何 估计 各 党 的 投票 实力 ,是 一 件 颇 为 实用 的 事情 。 
我 国 在 政治 上 不 搞 多 党 制 。 但 是 在 经 济 领 域内 ,股份 合作 制 中 股票 
持 有 者 的 份额 为 多 数 时 ,将 决定 企业 的 发 展 前 途 ,所 以 也 是 需要 借鉴 


研究 的 。 
让 我 们 看 一 个 实例 。1972 年 ,加 拿 大 大 选举 行 时 的 形势 是 : 
自由 党 109 席 
保守 党 107 席 
新 民主 党 31 席 
其 他 17 席 
总 计 264 席 
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超过 132 席 为 绝对 多 数 。 这 时 ,只 拥有 31 席 的 新 民主 党 ,与 拥有 
100 席 以 上 的 两 个 大 党 处 于 同样 有 利 的 地 位 。 而 “其 他 ”的 17 席 , 在 
构成 多 数 的 联合 中 ,处 于 "有 你 不 多 ,无 你 不 少 "的 无 足 轻重 的 位 置 。 
因此 ,一 个 政党 在 国会 中 拥有 的 席位 数目 固然 重要 ,但 是 各 党 派 席位 
形成 格局 同样 需要 研究 。 

设 有 nn 个 政党 ,w; 为 第 i 个 政党 在 国会 中 拥有 的 席位 ,全 部 席 
位 数 是 


W= 六 Vi 
1 一 


用 S 表 示 |N | N ==1, 2, …, n| 的 一 个 子 集 ,借助 S 描 述 若干 
个 政党 的 联合 。Q 是 一 个 定额 ,表示 执政 党 所 需 的 最 低 票数 ,通常 为 
W/2 或 2W/3。 现 在 用 [Q; wi， ws，…，w,] 表 示 nn 个 政党 分 别 具 
有 wi， ws，…,w, 的 一 次 竞争 (政党 可 理解 为 股东 ,国会 可 理解 为 
公司 董事 会 )。 

若 有 集合 S, 使 得 


Dwi>Q 
‘es 


则 由 S 中 各 党 派 的 联合 可 以 执政 。 在 股份 公司 的 决策 上 , 几 个 股东 
若 联合 持 有 公司 51% 的 份额 , 则 有 决策 权 。 
例如 :有 A、B、C、DD 四 股东 ,投票 的 格局 为 : 


[Q; A, B, C, D] 


分 析 以 下 几 个 模型 : 
模型 I [51; 28, 24, 24, 24] 
模型 开 [51; 25, 26, 26, 22] 
模型 亚 [51; 40, 25, 20, 15] 
在 模型 I 中 ,A 的 地 位 特别 有 利 ,B、C、D 处 于 同等 地 位 ;在 模 
型 了 中 ,A、B、C 之 间 有 两 者 联合 即 可 持 有 多 数 ,彼此 同等 地 位 ,D 
虽然 只 比 A、B、C 少 3、4 票 , 却 无 足 轻重 ;在 模型 亚 中 ,4 仍 据 优 势 
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地 位 ,B、C、D 三 派 虽然 票数 有 多 有 少 ,但 作用 却 是 一 样 的 。 

有 些 格局 表面 上 不 同 ,实质 却 是 等 价 的 。 如 [3; 2, 2, 1], [8; 
7, 5, 3], [51; 49，48, 3], [2; 1, 1, 1] 表 示 的 格局 没有 本 质 区 别 。 
在 [51; 49, 48, 3] 中 ,3 票 的 小 股东 和 49 票 的 大 股东 ,投票 决策 时 
具有 同等 的 作用 。 

上 面 只 是 一 种 直观 的 观察 。 现 在 我 们 设法 给 出 衡量 某 投票 集团 
实力 的 数量 化 指标 。 

采用 如 上 的 记号 。 再 用 己 表示 N 的 所 有 可 启 子 集 , 即 


P= {SCN; Dw>Q! 
i€S 


用 M 表示 最 小 可 赢 联合 (这 一 联合 中 再 少 任何 一 派 便 赢 不 到 决 
定 权 ): 
M= ISCN; Dw>QB Dw<Q 
i€S SNiE | 上川 
对 任何 JE S。 : 
对 第 i 个 竞争 者 (政党 股东、 集团 ) ,定义 
M(i)= |ISCM;iE€ S| 


用 以 表示 i 竞争 者 能 够 参与 最 小 可 赢 联合 全 体 , 即 找 出 在 哪些 可 赢 
联合 中 少 了 i 不行。 于 是 我 们 定义 i 的 实力 
本 i 
LOD 一 TMT 2 TST 
这 里 1M| 表 示 所 有 可 赢 联合 体 的 数目 ,1 S1 表 示 S 中 元 素 个 数 。 它 
反映 了 在 所 有 可 赢 联合 体 中 有 多 少 个 含 i 的 最 小 可 赢 联合 ,而 且 考 
虚 到 在 含 i 的 最 小 可 赢 联合 中 是 几 家 联合 而 成 。 
例如 ,有 A、B、C、D、 EE 五 派 竞 争 ,格局 为 [5; 4, 2, 1, 1, 1]， 
则 
M= |AB., AC., AD. AE、 BCDE!} 


M(A) = {AB、 AC., AD. AF} 
172 现代 数学 大 现 


于 是 A 的 实力 为 


1 
5 


L(A) 


由 于 
M(B) = {AB、 、BCDEI1 


于 是 B 的 实力 为 


同 理 C、D、E 的 实力 为 


L(C) =L(D) =L(E) 一 茹 
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第 一 节 密码 与 编码 


20 世纪 的 科学 进步 ,向 数学 提出 了 新 的 课题 。 第 二 次 世界 大 战 
时 ,英国 及 其 同盟 国 的 物理 学 家 和 电子 工程 师 发 明了 雷达 ,雷达 能 准 
确 地 探测 到 德国 战机 的 位 置 及 其 动向 ,为 战胜 希特勒 法 西 斯 发 挥 了 
巨大 的 作用 。 

大 家 知道 ,雷达 的 原理 是 发 出 电波 束 , 碰 到 飞机 时 电波 会 反射 回 
来 ,并 为 雷达 所 接收 。 显 示 屏 上 能 够 准确 地 显示 出 飞机 的 位 置 。 但 
是 ,反射 回来 的 电波 强度 很 弱 ,而 机 器 本 身 有 许多 噪声 产生 ,散乱 的 
噪声 电波 往往 把 我 们 所 需要 的 反射 电波 淹没 了 。 噪 声 ,成 为 雷达 设 
备 发 挥 作用 的 主要 障碍 。 从 工程 技术 上 考虑 ,总 是 尽量 减少 噪声 、 屏 
项 噪声 ,同时 加 强 发 射 功率 ,使 得 反射 波 的 功率 也 能 增强 。 这 一 切 都 
有 限度 。 发 射 功 率 大 ,噪声 也 跟着 大 ,控制 很 难 。 

第 二 次 世界 大 战 结束 之 后 ,雷达 成 为 民用 航空 、 航 天 、 航 海 等 不 
可 缺少 的 工具 。 这 时 ,敏锐 的 数学 家 开始 介入 通讯 中 的 噪声 控制 研 
究 。1948 年 ,两 项 有 关 的 成 果 公 布 于 世 。 

第 一 项 是 N' 维 纳 的 《控制 论 ) 出 版 ,这 是 数学 控制 论 诞生 的 标 
志 。 在 这 项 工作 中 ,有 一 部 分 是 "滤波", 即将 通讯 中 接收 到 的 信息 ， 
滤 去 噪声 ,提取 有 用 信息 。 当 时 苏联 的 大 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Kol- 
mogorov 1906 一 1987) 也 独立 地 研究 了 滤波 技术 。 

第 二 项 成 果 也 是 在 1948 年 , 仙 农 从 另 一 个 角度 保证 信息 准确 传 
输 : 运 用 编码 技术 ,使 得 收 信人 对 接收 到 的 信息 ,能 够 自动 发 现 错误 ， 
并 能 改正 错误 。 具 体 实 现 是 在 信息 发 送 之 前 ,就 预先 安排 了 可 以 自 
行 监测 错误 发 生 的 纠正 码 。 这 样 ,不 必 增加 设备 功率 ,只 是 用 数学 方 
法 就 提高 了 输送 信息 的 效能 。 这 是 天 才 的 设想 ;创新 的 构思 。 数 学 
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家 直接 进入 通信 工程 ,直接 产生 经 济 效益 ,成 为 数学 发 展 史上 的 又 一 


辉煌 的 里 程 碑 。 这 一 节 , 我 们 将 介绍 编码 与 密码 问题 。 
1. 能 自动 改正 错误 的 编码 技术 
能 自动 改正 错误 的 编码 技术 现在 已 广泛 地 用 于 日 常生 活 之 中 。 
让 我 们 看 两 个 例子 。 
超市 里 用 的 条 形 码 (也 称 UPC 码 )。 
在 超市 里 ,货物 品种 繁多 。 我 们 用 一 个 
11 位 数字 的 代码 表示 这 个 商品 ,如 图 
区 
超市 的 结算 员 用 扫描 器 将 代码 输入 
Wl 5 电脑 ,代码 将 商品 的 产地 ,进货 渠道 .成 
本 价 销售 价格 \ 现 有 库存 量 等 等 都 标识 
得 一 清二 楚 , 使 用 十 分 方便 。 但 是 ,为 了 保证 条 形 码 的 准确 读 取 , 准 
确 记录 ,准确 传送 ,需要 复核 。 那 么 如 何 来 检验 “代码 "是 正确 的 呢 ? 
这 就 用 了 “检验 码 ”。 
请 注意 ,图 3.1.1 中 的 条 形 码 , 共 有 11 位 数字 07507031400 ,后 
面 跟着 一 个 5。 这 11 位 数字 是 条 形 码 的 本 体 。11 位 数字 可 以 代表 
102 种 不 同 的 货物 。 实 际 上 ,一 个 超市 里 的 货物 品种 至 多 30 000 余 
种 , 远 远 用 不 完 。 最 后 的 一 个 5 是 检验 码 。 一 般 来 说 ,如 果 条 形 码 的 
数字 依次 是 a ，ao，…，a ,ao ,那么 ao 要 这 样 选取 ,使 得 
3a 十 ao 十 3as 十 as 十 … 十 3as 十 az 十 3al 十 ao 
恰 是 10 的 倍数 。 试 检验 图 3. 1. 1 中 的 条 形 码 ,将 前 11 位 数字 代入 
公式 ,计算 可 得 : 
3.0 十 7 十 3 5 十 0 十 3 .7 十 0 十 3 .3 十 1 十 3 .4 十 0 十 3. 0 一 65 
于 是 ,ao 就 必须 取 5, 使 得 总 数 为 70。 
这 样 编码 ,一 旦 条 形 码 的 11 位 数字 有 一 个 错 了 ,或 者 某 两 个 位 
置 的 数目 频 倒 了 ,用 检验 码 5 就 可 立即 发 现 错误 。 要 知道 ,这 种 错误 
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一 旦 发 生 , 损 失 会 很 大 。 

我 们 还 可 以 注意 每 本 书后 的 国际 统一 书号 ISBN。 我国 出 版 的 
每 一 本 书 的 封底 上 都 印 有 这 样 的 书号 , 见 图 3.1.2。 设 ISBN 的 9 个 
号 码 依次 为 a,, as… ai ,再 加 上 最 后 一 个 号 码 we ，c。 应 确定 为 使 得 
以 下 数目 


10as 十 9as 十 8a; 十 … 十 2a 十 ao 
是 11 的 倍数 。 以 图 3. 1. 2 的 书号 为 例 , 我 们 得 到 前 9 项 是 


7X10 十 5X9 十 4X8 十 3X7 十 5X6 十 2X5 十 9X4 十 7X3 十 9X2 
= 一 70 十 45 十 32 十 21 十 30 二 10 十 36 十 21 十 18 一 283 


再 加 上 数值 为 3 的 ao ,结果 是 286 , 恰 能 被 11 除 尽 。 
由 上 两 个 例子 可 见 ,编码 技术 已 经 影 ISBN 7-5435-2979-3 
响 到 我 们 的 日 常生 活 。 这 种 依靠 人 的 聪明 
才智 ,不 添加 物质 设备 而 得 到 经 济 效益 的 
方法 ,是 数学 的 特征 。 在 当今 的 信息 时 代 ， 
我 们 看 到 了 “数学 技术 可 以 直接 产生 经 济 
效益 "的 又 一 佐证 。 
下 面 让 我 们 回 到 仙 农 的 编码 理论 上 9 hd 
来 。 在 1948 年 的 原始 论文 中 , 仙 农 引用 了 
R . 汉 明 (Richard W.， Hamming) 发 明 的 (7, 4) 码 ,说 明 如 何 设计 一 
种 可 以 发 现 错误 并 能 改正 错误 的 编码 方案 。 众 所 周知 ,信息 无 非 是 
一 个 0 和 1 数字 组 成 的 序列 ,现在 我 们 把 要 传送 的 由 0、1 组 成 的 序 
列 编组 。 每 4 个 信息 符号 (0 或 1) 加 上 另外 3 个 检验 符 , 构 成 一 个 由 
7 位 二 进 制 数码 组 成 的 信息 块 , 记 之 为 : 
TI1, Ts, Ts, Ts Ts, Tse, TI 
其 中 zs， zs， zs， zi 四 个 二 进 数 码 是 要 传递 的 信息 ,zx1， Zz， Zs 等 3 
个 是 检验 符 。 检 验 符 选择 的 方法 是 : 
Ts 要 选 得 使 < 三 区 十 zs 十 ze 十 1 为 偶数 ; 
zs 要 选 得 使 5 二 zz 十 zs 十 zs 十 zi 为 偶数 ; 
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zl 要 选 得 使 c = zi 十 zx; 十 十 z 为 偶数 。 


现在 ,假如 我 们 接收 到 一 组 由 7 个 二 进 数 码 组 成 的 字母 串 , 将 它 
代入 以 上 公式 进行 计算 ,如 果 a、5、c 都 是 偶数 , 则 表示 传送 正确 ,4 
个 信息 数码 确定 无 误 。 如 果 计 算出 的 a、5、c 有 奇数 , 那 就 一 定 出 
错 了 。 

仙 农 的 这 个 设计 ,目的 是 要 发 现 哪 一 个 码 是 错 的 ,以 便 加 以 改 
正 。 为 此 ,要 增加 一 个 假设 :“ 传 送 的 7 个 数码 中 至 多 可 能 出 现 一 个 
错误 ”。 在 设备 比较 有 效 的 情况 下 ,这 个 假定 不 算 苛刻 。 以 下 以 a = 
0 表示 a 为 偶数 , a = 1 表示 a 为 奇数 , 余 同 。 

现在 用 接收 到 的 7 个 数码 计算 a、5、c 的 奇偶 ,如 果 出 错 ,可 能 
发 生 7 种 情况 (读者 务必 注意 我 们 的 假设 一 一 至 多 只 有 一 个 数码 发 
生 传 送 错误 ): 

a 二 1, 5 二 0,c 二 0 ”此 时 出 现在 56、c 中 的 zs， zo，, zi 都 正确 ， 

因此 错误 出 现在 zt。 
a=0,6=1,c=0 同上 ,z; 错 。 

aa 一 0,0 一 0,c 一 同上 ,zi 错 。 

=1,6=1,c= 此 时 出 现在 c 中 的 zi ,zx3, zs， Zr 都 对 ， 
a、b 表示 式 中 的 共同 项 是 xs, 故 断 定 


ze 错 。 
a=1,0 一 0,c 一 1 同上 ,断定 zs 错 。 
a 二 0,6= 二 1,c= 二 1 同上 ,断定 zs 错 。 


a=1,5=1,c=1 因为 7 个 数码 只 有 一 个 是 错 的 ,而 只 有 
zi 在 a、5b、c 的 表示 式 中 都 出 现 ,因此 
断定 工 错 。 
这 样 ,使 用 (7, 4) 码 的 编码 技术 ,在 至 多 发 生 一 个 数码 出 错 的 情 
况 下 ,我 们 不 仅 知道 传送 是 否 有 错 , 而 且 可 以 知道 那 一 个 数码 出 错 。 
这 样 的 编码 ,成 为 具有 自我 纠 错 功能 的 编码 。 

数学 ,在 这 里 确实 是 一 种 技术 ,一 种 可 以 直接 用 于 通信 的 技术 。 
编码 只 是 通信 的 第 一 步 ,为 了 保持 通信 秘密 ,编制 密码 是 又 一 项 重要 
的 技术 。 
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2. 编制 密码 


在 商 周 时 代 ,我 们 的 祖先 就 会 利用 烽火 传递 军事 信息 。 到 北 
宋 年 间 , 军 事 学 专家 曾 公 亮 发 明了 利用 诗词 来 传递 军事 密 件 。 在 
此 以 前 ,军事 密 件 要 派 专人 传送 ,不 但 费事 ,还 会 有 送 件 人 或 有 关 
人 员 离 白 而 失 密 的 危险 。 曾 公 亮 的 方法 是 这 样 的 :主帅 给 出 征 的 
大 将 军 发 一 个 密码 本 ,其 中 将 最 常用 的 40 个 军事 用 语 编 好 代码 一 


40) 贼 军 内 生 ,请 派 人 离间 。 
主帅 同时 和 将 军 约定 一 首 五 言 律诗 ,这 首 诗 的 40 个 字 要 互 不 相 
同 。 例 如 下 面 的 一 首 唐诗 : 
风 劲 角 弓 鸣 , 将 军 猪 渭城 。 
草 村 详 眼 疾 , 雪 尽 马蹄 轻 。 
忽 过 新 丰 市 , 还 归 细 柳 营 。 
回 看 射 雕 处 , 千里 荐 云 平 。 
将 军 在 边疆 需要 写 信 时 , 先 由 所 要 报告 的 情况 查 得 代码 ,再 按 次 
序 在 诗 中 找到 对 应 的 字 。 例 如 将 军 要 报告 的 情况 是 “ 增 粮 ”, 代 码 是 
“2”, 在 上 面 诗 中 第 2 个 字 是 “ 劲 ", 于 是 将 军 写 一 封 无 关 紧要 的 入 , 信 
中 要 含有 “ 劲 " 字 。 将 军 在 “ 劲 " 字 上 作 好 记号 ,例如 盖 上 印 。 在 京城 
的 主帅 从 “ 劲 " 字 由 诗 及 代码 即 可 得 知 边疆 要 * 增 粮 "。 由 于 代码 编排 
方法 非常 多 , 诗 的 选择 也 难以 穷尽 ,敌人 即使 得 到 信件 也 是 难以 
破译 。 
相 比 起 来 ,更 早 的 古 罗马 惜 撤 ( 公 元 前 100 一 公元 前 44 年 ) 使 用 
过 的 另 一 种 密码 就 要 简单 得 多 。 这 种 密码 现在 称 为 恺 撤 码 。 恺 流 码 
的 编码 方法 是 将 文字 中 的 每 个 字母 向 后 移 3 位 。 为 说 明 其 方法 ,我 
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_ 们 用 英语 字母 来 作 说 明 。 
正规 字母 表 和 恺 撒 码 对 比 表 


正规 字母 CD 
凯 撤 码 E F GH YI 1} Kk LWMNOrP 
正规 字母 人 
凯撒 码 R 人 


例如 下 面 一 段 文字 (明文 ): 

[CAME I SAW I CONQUERED(“ 吾 临 吾 睹 吾 胜 ”一 一 届 撤 名 
言 ), 就 变 成 下 面 一 段 密码 : 

L FDPH L VDZ L FRQTXHUHG 

恺 撤 用 这 样 的 方法 与 他 的 将 领 通信 ,对 写 信 的 人 和 读 信 的 人 都 
很 方便 ,而 对 局 外 人 却 有 保密 的 作用 。 下 面 我 们 将 介绍 在 编码 中 数 
学 知识 的 一 些 应 用 。 

(1) 余数 的 编码 方法 

我 们 用 数学 的 观点 来 分 析 恺 撤 码 的 编码 方法 。 其 实 ,我 们 先 规 
定数 字 1 一 26 和 A 一 Z 的 26 个 字母 一 种 对 应 关系 : 


数字 1 一 26 与 字母 A~ 忆 的 对 应 表 


恺 撤 码 就 是 把 正规 的 字母 对 应 的 数字 加 3 后 得 到 的 新 数字 对 应 
的 字母 。 例 如 正规 字母 D 对 应 的 数字 是 4, 我 们 把 它 加 3, 得 到 7, 7 
对 应 的 字母 是 G, 因 而 D 的 恺 撤 码 是 .G。 由 于 24 以 后 的 数 加 3 后 所 
得 的 和 大 于 26 ,而 大 于 26 的 数字 没有 字母 与 之 对 应 ,此 时 我 们 将 得 
到 的 和 除 以 26 ,再 由 所 得 的 余数 找 对 应 的 字母 。 这 里 我 们 规定 , 余 
数 为 0 的 字母 对 应 Z。 这 样 我 们 把 除 以 26 后 的 各 种 余数 与 26 个 英 
语 字母 一 一 对 应 起 来 了 。 
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现在 我 们 用 余数 的 方法 讨论 另 一 种 形式 的 编码 方法 。 

例 1 某 旅 店 有 10 个 房间 ,分 别 编 以 1 一 10 个 号 码 。 设 想 我 们 
要 在 每 个 房间 的 钥匙 上 刻 上 数字 , 刻 的 数字 要 使 服务 员 很 容易 辨认 
是 哪 一 个 房间 的 钥匙 ,而 使 局 外 人 不 容易 猜 到 。 这 也 是 一 个 编码 
问题 。 

我 们 可 以 在 每 把 钥匙 上 刻 上 两 个 数字 :第 一 位 的 数字 是 这 把 钥 
匙 的 房间 号 码 除 以 2 所 得 的 余数 ;第 二 位 的 数字 是 这 把 钥匙 的 房间 
号 码 除 以 5 所 得 的 余数 。 我 们 把 1 一 10 十 个 数字 和 各 种 余数 的 情况 
一 一 对 应 了 起 来 ,得 到 如 下 密码 ; 


房间 号 码 和 余数 码 的 对 应 表 


房间 号 码 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
钥匙 密码 | 11 02 13 04 10 0 12 03 14 00 


当 服务 员 要 开 某 个 房间 门 的 时 候 ,按照 密码 的 编制 方法 可 以 
很 快 地 根据 房间 的 号 码 找到 正确 的 钥匙 。 这 就 是 说 ,由 上 明码 找 
密码 是 很 容易 的 。 现 在 我 们 来 考虑 一 个 相反 的 问题 :如 何 由 铀 
匙 上 的 号 码 来 确定 是 哪个 房间 的 ? 即 如 何 由 密码 来 找到 对 应 的 
明码 。 

我 们 先 找 两 个 基本 数 a 和 4 ,它们 有 如 下 的 性 质 : 

a 被 2 除 后 余 1, 即 a 是 奇数 ;而 a 能 被 5 除 尽 , 即 a 是 5 的 倍 
数 。 我 们 很 容易 得 到 ,5 是 a 的 一 个 解 。 

5 被 5 除 后 余 1, 而 能 被 2 除 尽 ,同样 可 以 得 到 6 是 5 的 一 个 解 。 

如 果 一 个 钥匙 上 的 号 码 为 MN, 即 第 一 位 数字 为 M, 第 二 位 数 
字 为 N, 我 们 先 按 下 面 的 公式 计算 出 数 c 来 : 


< 一 MXa 十 和 NXD 


上 述 等 式 的 右 端 第 一 项 是 能 被 5 除 尽 的 (这 是 由 于 a 是 5 的 信 
数 ,因而 第 一 项 也 是 5 的 倍数 ) ,而 由 于 a 除 以 2 后 的 余数 为 1, 因 而 
第 一 项 MXa 除 以 2 后 的 余数 为 M; 同 样 , 右 端 第 二 项 是 能 被 2 除 尽 
的 (这 是 由 于 6 是 2 的 倍数 ,因而 这 一 项 也 是 2 的 倍数 ), 而 由 于 5 除 
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以 5 后 的 余数 为 1, 因而 第 二 项 NXz2 除 以 5 后 的 余数 为 N。 因 而 数 
字 e 满足 要 求 : 


“ 除 以 2 后 余 M, 除 以 5 后 余 N。” 


由 于 < 可 能 不 在 1 一 10 的 范围 内 ,而 我 们 讨论 的 房间 号 码 只 在 
1 一 10 之 间 , 于 是 可 以 取 c 除 以 10 后 的 余数 作为 解 。 若 除 以 10 后 的 
余数 为 0, 则 对 应 第 10 号 房间 。 
例如 拿 到 的 钥 是 密码 为 12, 按 上 述 公 式 计算 c: 
c=1XxX5+2X6=17 


将 17 除 以 10 后 余 7, 我 们 判断 这 是 ? 号 房间 的 钥匙 。 

(2) 用 统计 方法 破译 恺 撤 码 

假设 我 们 截获 了 政 方 一 份 用 密码 书写 的 文件 ,并且 知道 是 按 恺 
撤 码 移 位 的 方法 编写 的 ,但 我 们 不 知道 密码 是 从 明码 移 了 几 位 得 到 
的 ,我 们 如 何 破译 这 份 密 件 ? 

最 简单 的 方法 是 用 尝试 的 方法 ,试用 移 一 位 、 两 位 …… 的 方法 看 
看 能 否 读 懂 密 件 的 内 容 。 如 果 我 们 会 用 计算 机 ,这 个 尝试 的 工作 可 
以 由 计算 机 来 完成 ,否则 要 有 极 大 的 耐心 。 

除了 尝试 的 方法 ,还 可 以 采用 统计 的 方法 。 其 原理 是 :从 大 量 的 
英语 文字 材料 中 统计 各 个 字母 应 用 的 频率 得 知 ,26 个 字母 出 现 的 频 
率 很 不 相同 的 。 下 面 就 是 一 个 统计 结果 : 

26 个 字母 出 现 的 频率 表 (96) 


我 们 可 以 将 密 件 中 各 个 字母 出 现 的 频率 按 其 次 序 一 一 列 出 , 然 
后 和 上 述 表 中 的 频率 对 照 ,以 找 出 密码 所 移 的 位 数 。 具 体 地 可 以 这 
样 做 :将 表 中 字母 出 现 的 频率 依次 序 画 出 条 形 图 如 下 (图 3. 1. 3) ,这 
里 画 出 了 两 个 周期 。 
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图 3.1.3 


然后 将 密 件 上 的 各 字母 出 现 的 频率 条 形 图 画 在 透明 纸 上 ( 图 
3.1.4)。 将 透明 纸 压 在 图 上 左右 移动 ,找到 两 者 比较 相符 的 位 置 ,就 
可 以 帮助 我 们 确定 密码 所 移 的 位 数 。 


密码 频率 图 


图 3.1.4 


如 果 密 码 不 是 按照 移 位 的 方法 ,而 是 用 一 种 一 一 对 应 的 方法 纺 
制 , 即 每 个 明码 对 应 一 个 密码 ,不同 的 明码 对 应 的 密码 也 不 同 , 则 类 
似 的 统计 方法 也 会 有 所 帮助 。 

例如 下 面 是 一 种 一 一 对 应 密码 表 : 


明码 人 “和 人 1 
密码 CQFEPUIKOLN D H 
明码 NOPQ RSTUVWXY Zz 
密码 党 mo M G Ww Zz A B H 


我 们 会 自然 地 想到 ,在 敌人 的 密 件 中 出 现 次 数 最 多 的 字母 多 半 
对 应 明码 字母 E( 按 上 面 的 密码 表 可 知 这 个 密码 字母 是 P) ;出 现 次 
数 多 的 其 他 字母 可 能 对 应 明码 T、A、O\、I、N、R, 按 上 面 的 密码 
表 , 在 密 件 中 ,它们 依次 以 M、C、T、O、Y、X 的 身份 出 现 。 

这 种 方法 虽然 不 能 完全 解决 问题 ,特别 是 在 密 文 材料 较 少 的 情 
况 下 ,但 是 对 破译 密码 总 会 有 所 帮助 。 
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除了 破译 密码 外 ,这 种 统计 方法 也 可 借鉴 来 解决 其 他 问题 。 例 
如 ,要 判断 一 篇 文章 的 作者 是 两 个 作者 中 的 哪 一 位 (例如 《红楼 梦 》 的 
后 四 十 回 的 作者 究竟 是 曹雪芹 还 是 高 哆 )。 由 于 一 个 作者 使 用 的 字 、 
词句 通常 有 其 偏爱 , 词 和 词 之 间 的 组 合 或 搭配 也 会 表现 出 一 定 的 特 
点 ,我 们 首先 设法 找 出 这 两 个 作者 各 自 不 同 的 特点 。 例 如 先 从 已 经 
确认 为 这 两 个 作者 写 的 一 些 文章 开始 ,对 其 中 能 反映 作者 特点 的 字 、 
词句 出 现 频 率 作 统 计 , 并 通过 比较 找 出 两 人 在 各 种 字 、 词 、 句 出 现 频 
率 的 差异 。 然 后 对 要 鉴定 的 文章 中 的 这 些 字 词句 的 出 现 频率 也 作 
出 统计 ,将 所 得 的 频率 和 两 位 作者 的 频率 对 比 ,看 看 文章 中 这 些 字 、 
词句 的 频率 和 哪个 人 的 特点 接近 。 以 此 来 帮助 判断 文章 的 作者 。 

(3) 利用 矩阵 编制 更 复杂 的 密码 

从 上 面 的 叙述 可 以 看 到 ,一 一 对 应 的 编码 方法 是 比较 容易 被 破 
译 的 。 现 在 介绍 一 种 借助 矩阵 来 编制 密码 的 方法 ,这 类 密码 是 很 难 
破译 的 。 

例 2 设 有 以 下 一 名 明码 要 传递 : 

MISSILE READY 
按 英 语 字母 和 数字 的 编码 方法 和 下 面 几 个 常用 的 符号 码 : 


符 号 空格 ， o 
数 字 27 28 29 30 
该 明码 的 数字 码 应 是 : 


13 9 19 19 9 12 5 27 18 5 1 4 25 
假设 我 们 用 三 位 矩阵 编码 法 来 编制 密码 。 先 将 上 述 明码 按 3 位 
一 组 分 组 如 下 : 
13 9 19119 9 1215 27 1815 1 4125 27 27| 
这 里 我 们 在 句子 的 最 后 加 了 两 个 空格 ,以 凑 足 一 组 。 
另外 ,我 们 选择 一 个 矩阵 作为 编码 阵 。 例 如 我 们 选 下 面 的 A 作 
为 编码 阵 : 
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其 密码 由 下 面 的 公式 求 出 : 
13 
9 


13 47 
9|= | 36 
19 19 i 


即 第 一 组 的 数字 码 (13 9 19) 的 密码 为 (47 36 一 4)。 同 样 可 求 
出 其 他 各 组 的 密码 。 整 句 的 密码 序列 为 


47 36 一 4 33 41 一 10 63 1 229 13 一 4 81 50 2 


为 了 解码 ,我 们 要 由 编码 矩阵 求 出 解码 矩阵 。 我 们 把 一 组 明码 
和 它 的 密码 分 别 记 为 


0 1 2 
时 
< 1 0 


Q 
b 
c 


因为 明码 和 密码 有 下 面 的 关系 : 


和 


I 
4 
z od | 1 
即 有 如 下 的 关系 式 : 
十 2c 一 z， 
| 一 0 十 c =y, 
一 Q 十 0 一 z， 
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我 们 可 以 从 上 述 方程 组 求 出 a、5、c 由 zx、y、x 表示 的 关系 式 : 


a= 一 Xx 二 2y 十 3z， 
| 一 二 于 2 ek 
Ci 一 一 2zo 
这 里 关系 式 的 系数 矩阵 ( 即 解码 矩阵) 为 
se 2 3 
B= |-—1 2 4 


1 一 1 一 2 
这 样 我 们 可 以 破译 出 密码 47 36 一 4 的 明码 来 : 
1 2 13 
一 1 2 :| 


19 
a et 9 


47 
36 
me 


注意 ,明码 中 两 个 相同 的 字母 , 译 成 密码 后 不 一 定 相同 。 例 如 上 
述 例子 中 ,明码 (MISSILE READY) 中 第 3、4 位 上 都 是 S, 但 是 相应 
密码 中 的 第 3、4 位 的 数 却 不 同 :一 4, 33。 这 种 编码 方法 显然 要 比 一 
一 对 应 的 编码 方法 复杂 得 多 。 由 于 编码 矩阵 的 选择 有 很 大 的 自由 
度 ,确定 几 个 明码 为 一 组 也 可 以 各 不 相同 ,因此 要 破解 这 样 的 密码 就 
困难 得 多 。 


3. 公开 密 钥 体制 


1976 年 以 后 ,Diffie 和 Heliman 提出 公开 密 乌 密 码 体制 ,使 密码 
通讯 揭 开 新 的 一 页 。 本 节 将 介绍 它 的 数学 背景 

公开 密 钥 密 码 体制 的 基本 思想 是 :每 个 通信 者 X 有 一 加 密 的 密 
钥 忆 . 和 一 个 解密 的 密 钥 D;; 另 一 通信 者 Y 也 有 EE,、D,, 密 钥 E.、 
E,、E.…… 是 公开 的 , 像 电话 号 码 簿 一 样 可 以 查 ,而 解密 密 钥 则 是 严 
格 保密 的 。 

明文 用 P 表示 ,E.(P) 表 示 将 P 用 E, 加 密 , 即 得 到 关于 X 的 密 
188 型 化 此 光大 更 


文 C:。 用 数学 式 子 写 就 是 
E.(P)=C:, D.(C:)=P 

即 D-， FE. = 1。 同 理 ,对 Y 来 说 , E,(P) = C,, D,(C,) = 已 , 即 
D,.E, 二 1(] 表示 恒 等 变 换 )。 

如 果 第 三 者 截取 到 一 封 密 文 ,由 于 不 知道 消息 的 预定 接收 者 是 
谁 ,更 不 知道 接收 者 的 解密 密 钥 ,因此 要 破译 是 非常 难 的 。 

为 了 介绍 公开 密 钥 体制 ,我 们 先 来 介绍 所 谓 的 “背包 问题 "。 背 
包 问 题 是 一 个 数学 问题 , 它 是 说 一 只 背包 最 多 能 装 M 干 克 东 西 ,一 


个 人 面 对 n 件 东西 ,每 件 重量 为 正 整 数 a1， a2… oa, ,而 as > M， 


试问 能 否 从 nn 件 东西 中 选 出 若干 件 ,使 这 些 东 西 的 总 重量 恰 为 M， 
即 背包 内 所 装 东西 最 多 。 从 数学 上 说 ,这 等 于 找 一 个 二 值 数组 ma ， 
72… mv, 其 中 me 只 取 0 或 1, 使 


Sm a=M 
kel 


背包 问题 可 能 有 解 ,也 可 能 无 解 ,虽然 这 一 问题 很 简单 ,可 是 当 
很 大 时 ,mi ,ma… mw 的 各 种 选 法 的 数目 极 大 (2" 个 ), 要 确定 是 否 
有 解 ,一 般 必须 检查 每 种 mi ,ms… m 所 取 的 值 是 否 能 使 Bm 
等 于 M。2" 是 随 n 指数 增长 的 ,用 最 快 的 计算 机 去 算 也 是 比较 困 
难 的 。 

另 一 种 是 简单 背包 问题 ,是 指 个 正 整 数 a1，as… a, 满足 
条 件 : 

a <aya 十 as <as, ,a 二 a 二 +a < a 

简单 背包 问题 有 一 个 很 快 求解 的 方法 如 下 :对 于 M, 先 求 适合 

au 委 M< ant 的 最 大 下 标 & ,再 求 适合 条 件 ab 全 M 一 an 扫 ab+i 


的 最 大 下 标 有 ,如 此 继续 ,通过 有 限 步 之 后 ,或 者 找到 一 个 ,使 得 
一 … 一 ar-， 或 者 没有 这 样 的 &。 若 是 前 者 , 问 
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au 一 M 一 an 一 ap 


题 有 解 ,me == me 二 … 二 mu = 1, 其 余 m = 0, 这 就 找到 了 解 
(za ,mz ，…，, 1m ) ,若是 后 者 , 则 问题 无 解 。 

例 3 设 al==1, a 二 3, as 一 5, al 一 10, as = 21。 则 五 个 数 
可 构成 简单 背包 问题 。 试 问 当 M = 16 时 ,此 问题 是 否 有 解 ? 

因为 a, = 10, as 一 21, 此 时 as < M<as,M 一 as = 6, 又 有 
a <M 一 a <a, M 一 aa 一 ai =1,a Ma 一 as < a 因而 
M =ai 十 as 十 ad, 于 是 问题 有 解 (1, 0, 1, 1, 0)。 

此 问题 当 M = 17 时 无 解 。 

上 述 例 题 中 数字 较 少 ,可 用 笔算 赁 直观 算出 , 当 n 较 大 时 笔算 的 
困难 会 大 些 ,但 计算 步骤 最 多 不 超过 步 ,还 是 可 以 算 的 。 但 用 计算 
机 则 会 更 快 些 。 

现在 回 到 公开 密 钥 密码 体制 。 设 通信 的 明文 是 一 个 长 度 为 n 的 
二 元 数组 ( 即 不 是 英文 字母 ,而 是 已 经 翻译 成 只 取 0 或 1 的 二 进 制 数 
码 序 列 ) ,这 个 一 般 是 很 大 的 , 少 则 上 百 , 多 则 上 万 。 大 多 是 可 以 分 
段 处 理 , 以 公开 密 钥 的 长 度 为 单位 分 段 拍 发 。 我 们 记 为 

P= (pi, p:… p"), p;=0 或 ] 

由 于 简单 背包 问题 易 解 ,我 们 取 B 二 (5, 5:,…, 5b,) 为 一 个 简 
单 背包 。 现 在 设法 从 B 中 做 出 一 个 非 简单 背包 A = (ca ，az … av) 
作为 公开 密 钥 。 其 做 法 是 , 先 选 取 两 个 整数 (w, u) 作 为 密 钥 参数 
(这 两 个 参数 自己 选 定 以 后 是 严格 保密 的 ) ,使 


u> Dbi, wu, (w, u)=1 
i=l 


然后 令 
ai 三 wi(modu), i=1,2.…n 
(a1, as… as) 是 个 普通 的 背包 ,这 样 一 个 背包 体制 就 完成 了 。 
现在 描述 一 下 通信 过 程 。 
设立 发 送信 息 P 给 Y, P= (pi, p2… pr)。 
第 一 步 X 用 Y 的 公开 加 密 密 钥 Ey = (a;, a: … a,) 进行 加 密 ， 
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密 文 C 是 2 pias, 这 是 一 个 正 整 数 ; 

第 二 步 和 将 C 发 给 Y; 

第 三 步 Y 收 到 C 后 ,用 (w, uw) 从 C 求 出 简单 背包 (by ,bo… 
包 ) ,再 解 此 问题 ,得 出 二 元 数组 (p, ，p。… zp,) , 即 原来 的 明文 。 其 数 
学 原理 为 : 


C 三 Dp 一 DF prwb 三 也 Dpb.(mod u) 
全 :1 i=1 


故 w!'C= Spbi(mod u) 


因此 ,Y 收 到 C, 即 可 以 用 自己 知道 的 (w, ww) 算得 
wiC=b(modu), i=1,2.…n 
由 于 w, wx 和 (a ,az … an ) 都 是 Y 知道 的 ,所 以 计算 5 是 很 容 
易 的 。 最 后 对 (b, , 5,… b,) 和 w-!'C 这 个 简单 背包 问题 求解 ,得 出 的 
(Py ，po… 加 ) 即 为 明文 。 
例 4 Y 对 简单 背包 B = (1, 3, 5, 10， 21) 取 w=7, w= 45 
(将 B 和 w, v 保密 )。 因 为 


7 三 7 X1 (mod 45) 
21 三 7 X 3 (mod 45) 
35 三 7 X 5 (mod 45) 
25 三 7 Xx 10 (mod 45) 
12 三 7 X21 (mod 45) 
1 三 7X13 (mod 45) 


故 取 A 一 (7, 21, 35, 25， 12), w! =13 (mod45)。 
YY 将 A 公开 在 密 钥 表 上 。X 从 表 上 查 知 Y 的 公开 密 钥 A。 现 
在 和 要 送信 息 已 = (1, 1, 0, 1, 0) 送 给 Y, 用 A 将 P 加 密 , 即 得 
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C= Dpia; =7+21+25= 53 
把 1 


XX 将 53 发 给 Y,Y 收 到 后 先 算 
w'C=13X53=14 (mod 45) 


Y 只 需 对 M= 14 求 简单 背包 B= (1, 3, 5, 10, 21) 的 解 , 即 可 
知 原文 为 P= (1, 1, 0, 1, 0)。 


习题 

1. 将 下 面 一 句 英语 译 成 已 撤 码 。 

(1) WHAT TIME IS IT 

(2) IT IS RAINING NOW 

(3) CALL THE POLICE 

2. 破译 下 面 一 段 用 恺 撤 码 写成 的 密 文 。 

(1) VNB LV EOXH 

(2) KDLO FDHVDU 

(3) L KDYH D KHDGDFKH 

3. 试用 3 和 5 两 个 数字 对 十 个 房间 的 钥匙 编制 密码 。 这 时 由 
钥匙 密码 如 何 求 出 房间 号 码 ? 试 以 密码 为 23 的 钥匙 加 以 说 明 。 

4. 如果 我 们 要 同时 对 100 个 房间 的 钥匙 编制 密码 ,仿照 余数 法 
应 该 如 何 做 ? 用 3、5、7 三 个 数字 编制 一 个 三 位 的 密码 试 试看 。 

5. 仔细 观察 在 计算 机 键盘 上 各 字母 的 位 置 ,遵照 标准 指法 , 那 
些 最 常用 的 字母 是 归 哪 几 个 手指 击 打 的 ? 想 想 和 这 些 手指 的 灵活 性 
有 什么 关系 。 

6. 用 本 节 中 的 编码 矩阵 ,把 下 面 的 句子 先 变 成 数字 码 ,再 译 成 
密码 。 

(1) SO FAR SO GOOD 

(2) HELP 

7. 用 本 节 中 的 解码 矩阵 ,破译 下 面 的 密码 。 

(1) 20 23 —2 31 15 5 72 19 13 
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(2) 74 9 19 45 28 1 72 28 10 
8. 用 编码 阵 


把 下 面 的 句子 译 成 密码 : 
PROFESSOR HAS GONE 
9. 利用 所 求 出 的 解码 阵 ,破解 下 面 一 段 密 文 : 
53 32 3 15 60 一 26 54 16 9 
10. 请 甲乙 两 位 学 生 配合 ,实施 一 次 公开 密 钥 的 密码 通讯 。 
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第 二 节 如虎添翼 的 迭代 方法 


随 着 20 世纪 40 年 代 电 子 计 算 机 的 出 现 和 飞速 发 展 ,在 各 门 自 
然 科学 和 工程 .科学 技术 的 发 展 中 ,“ 科 学 计算 "已 经 成 为 平行 于 理论 
分 析 和 科学 实验 的 第 三 种 手段 。 而 “算法 数学 "(也 称 数 值 计算 或 数 
值 分 析 ) 又 是 科学 计算 过 程 中 不 可 缺少 的 重要 环节 。 无 论 是 在 高 科 
技 领域 还 是 传统 的 学 科 领 域 , 算 法 数学 都 有 着 广泛 的 应 用 。 在 创造 
性 工作 的 先行 性 研究 中 更 具有 突出 的 作用 。 


1. 算法 研究 的 意义 


算法 数学 的 研究 对 象 主要 是 那些 通过 计算 机 来 求 得 数学 问题 的 
数值 近似 解 的 方法 和 过 程 。 例 如 对 于 一 个 实际 问题 , 先 把 它 归结 为 
数值 算法 问题 , 即 由 一 组 已 知 数据 (又 称 输入 数据 ) , 求 出 一 组 结果 数 
据 ( 又 称 输出 数据 ) ,使 得 这 两 组 数据 之 间 , 满足 预先 指定 的 某 种 关 
系 。 对 数值 问题 的 输入 数据 进行 处 理 ,判断 此 数值 问题 是 否 有 解 ;在 
解 存在 的 情况 下 ,给 出 输出 数据 ,这 种 过 程 称 为 算法 。 当 解 不 存在 
时 ,算法 应 能 作出 明确 的 判断 ,最 好 能 指出 解 不 存在 的 关键 。 对 于 每 
一 种 数学 问题 的 近似 解法 ,算法 数学 不 仅 要 讲 明 它 的 基本 原理 ,给 出 
计算 公式 ,还 必须 研究 它 的 具体 实施 (算法 ) 以 及 近似 解 与 精确 解 之 
间 的 近似 程度 。 

研究 算法 的 意义 归纳 起 来 有 下 面 几 点 。 

(1) 构造 计算 机 能 用 的 算法 

由 于 计算 机 基本 上 只 会 做 加 \ 减 , 乘 、 除 四 则 运算 和 逻辑 运算 ,所 
以 将 数学 问题 转化 为 算法 时 必须 化 为 计算 机 能 执行 的 运算 。 此 外 ， 
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如 果 在 科技 和 工程 中 提出 的 数学 问题 必须 通过 无 限 次 运算 才能 得 到 
精确 解 ,那么 需 设法 构造 只 能 采用 有 限 步 得 其 近似 解 的 算法 。 

(2) 怎样 计算 才能 既 快 又 省 

虽然 计算 机 有 很 高 的 运算 速度 和 大 量 的 信息 存 贮 单元 ,但 在 计 
算 大 型 课题 时 仍 时 常 感到 花费 机 时 太 多 与 存 贮 单元 紧张 。 因 此 设计 
算法 时 应 尽量 减少 运算 量 ,节约 存 贮 单元 。 

(3) 怎样 计算 才 可 靠 

由 于 在 计算 机 上 数 的 表示 只 能 是 有 限 位 ,所 以 无 理 数 和 数位 较 
长 的 有 理 数 只 能 按 舍 入 原则 化 为 机 器 允许 的 有 限 位 才能 参与 计算 。 
不 同 的 计算 方案 对 舍 入 误差 的 敏感 程度 不 同 。 如 果 一 个 算法 的 计算 
结果 受 舍 入 误差 的 影响 较 小 , 则 称 这 算法 是 数值 稳定 的 。 否 则 称 为 
数值 不 稳定 的 。 设 计 的 算法 应 尽量 做 到 数值 稳定 。 

总 之 ,我 们 研究 算法 ,就 是 要 寻求 一 个 运算 量 小 、 存 贮 量 小 、 逻 辑 
结构 简单 ` 且 具有 数值 稳定 性 好 的 算法 。 

下 面 我 们 着 重 介绍 两 类 迭代 算法 。 


2. 迭代 法 的 基本 思想 


所 谓 和 迭代 ,可 看 作 同 一 个 运算 或 操作 的 多 次 重复 。 自 然 数 的 乘 
法 aeXA, 即 4 个 a 的 累加 


2 十 Ca 十 … 十 4 
k 


可 看 作 加 法 运算 或 函数 f(z) = x 十 a 的 迭代 。 同 样 , 乘 方 也 可 以 理 
解 为 迭代 。 我 们 熟悉 的 等 差 数 列 和 等 比 数列 的 计算 公式 显然 也 是 过 
代 产 生 的 。 和 迭代 是 自然 科学 乃至 人 类 生活 的 一 个 常用 方法 。 在 实践 
中 ,我 们 常常 通过 对 初始 状态 到 当前 状态 的 记录 ,来 分 析 系 统 运动 的 
规律 。 有 时 ,从 一 个 状态 到 下 一 个 状态 的 变化 遵从 同一 个 规则 ,这 一 
规则 一 旦 被 发 现 ,我 们 就 可 以 确定 和 预测 系统 的 演变 ,这 就 是 所 谓 确 
定性 系统 的 思想 ,实质 上 是 一 种 和 迭代 思想 。 
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例如 生态 学 中 研究 的 昆虫 种 群 量 模式 


Tr 一 Tr(a—br), OCI 
可 看 作 函 数 f(x) = x(a 一 约 ) 的 迭代 。 

又 如 ,X- 射 线 的 透射 可 看 作 射 线 衰减 率 的 迭代 ;在 流体 渗流 , 传 
热 和 其 他 动力 学 模型 中 ,还 可 以 举 出 许多 迭代 的 例子 。 

在 数学 和 计算 机 科学 研究 中 ,常常 用 数值 方法 把 微分 方程 化 为 
迁 代 ,以 便 设计 计算 程序 。 还 常常 通过 相 空 间 上 庞 加 莱 映 射 的 迭代 ， 
来 分 析 向 量 的 周期 性 和 混沌 性 。 在 经 济 生 活 中 ,我 们 时 常 计算 存款 
和 贷款 的 本 利和 ,如 果 本 金 p 以 年 利率 r 借贷 ” 年 , 按 单 利 结算 ,其 
总 和 为 

A, = p(l 二 mw) 

若 按 复 利 结算 ,其 总 和 为 


A, = p(l+7)" 
显然 ,A, 分 别 是 函数 
a(z) = z+rp 和 a(z) 一 区 1 十 门 


的 迭代 。 
我 们 先 来 看 一 个 来 自 日 常生 活 中 的 函数 迭代 问题 。 
例 1 一 个 容积 为 0.5 升 的 杯子 盛 满 淹 好 的 茶水 , 按 通 常 喝 水 


的 习惯 : 喝 掉 纪 后 再 加 满 开 水 ,加 5 次 水 后 认为 是 喝 痰 了 。 如 果 能 测 
定 此 时 茶 质 和 水 的 比例 为 a, 问 最 初 的 茶水 比 是 多 少 ? 
设 最 初 的 茶水 比 是 z, 则 喝 完 一 次 并 加 满 水 后 的 茶水 比 是 


7 -TF 


于 是 问题 化 为 :已 知 了 的 5 次 迭代 f(z) = a, 求 z。 
可 直接 计算 得 
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f(z) = f(f(z)) 7( 去 二 5) 天 


I 


一 下 十 9 (3 —1)z+3 
类 似 可 求 出 有 (x), f(z), (x), 而 


5 qi ， 4 
f(T) -tir 
由 F(z) = a 易 解 得 


35.a 


“之 (35 一 Tc 


由 此 可 见 , 计 算 /的 5 次 迭代 法 是 解决 这 一 问题 的 关键 。 

计算 函数 的 迭代 不 仅 重要 而 且 有 趣 。 对 给 定 的 函数 ,我 们 希望 
计算 其 迭代 的 表达 式 , 尤 其 是 一 般 的 ”次 迭代 法 。 例 如 : 

若 f(z) = 工 十 0 则 疡 (z) 一 工 十 芭 ; 

若 f(z)= cz, 则 让 (x) 二 cz; 

若 /(z) 一 必 , 则 户 (z) = zz。 

对 于 稍微 复杂 一 点 的 初等 函数 ,我 们 有 两 种 常用 方法 。 


3. 不 动 点 法 


定义 1 若 zm ED, f(zo) = z, 则 称 z 为 了 的 不 动 点 。 
如 果 能 断定 一 个 函数 的 迭代 式 的 基本 代数 形式 ,如 线性 式 ， 
线性 分 式 ,多 项 式 等 ,我 们 可 以 设置 待定 常数 ,并 且 用 函数 f 的 不 动 


点 来 确定 这 些 常 数 。 
例 2 已 知 f(z)= ar 十 ba, bE R,a 关 1, 因为 f(x) 是 线性 


函数 ,所 以 产 (z) 也 是 线性 函数 ,不妨 设 
户 (z) 一 az 十 也 
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其 中 卫 待 定 。 从 f(z) =z 解 出 f 的 不 动 点 zo 一 了 ,由 f(zo) = 


Zo ,必然 有 广 (zo) = zo, 这 一 关系 表明 


和 Ey 
a 


从 中 解 出 


从 而 
1 一 ao” 
1 一 a 


户 (z) 一 az 十 


4. 共 辑 相似 法 


定义 2 如 果 存 在 可 送 函 数 A(z) ,使 函数 了 与 8 满足 
f=h!。goh 
(其 中 y= f。g(zx) 表示 复合 函数 y= f(g(z)))。 


就 称 f 与 g 共 思 或 相似 , 记 为 {~g。 
共 瑟 是 一 种 等 价 关 系 , 即 满足 自 反 性 、 对 称 性 \ 传 递 性 。 


因为 由 了 一 人。g 。 内 ,可 以 推导 出 刀 二 和 。g”。h, 所 以 了 ~ 
8 一 户 一 8。 我 们 常用 这 个 性 质 ,把 一 个 复杂 的 函数 迭代 化 为 一 个 


较 简单 的 函数 迭代 ,此 种 方法 关键 在 于 找 h(z),， g( 工 )。 


考虑 例 2, 取 hz) = xz 十 一 , 求 出 请:(z) 二 工 一 于 


a—1’ 
g(x) 一 ao, 则 


f(z) = Hah(z)) = a(z+5)- 二 5 


二 


从 而 户 (z) = (ai(z)) = a" (z+ 


198 各 代数 光 大观 


1T， 


令 


乞 一 1 .5 


和 


同样 得 到 上 述 结果 。 
例 3 已 知 有 理 函数 


_ qz 十 0 
(= rE 


其 中 a, b, cE R, ac 一 6 关 0, 则 有 


(a—s)"(zr—s) 


Cy eT AE EEE 


其 中 * 是 二 次 方程 ?: 一 (4 一 c)s 一 5 = 0 的 根 ,zo = 一。 
a—c—2s 


事实 上 , 令 h(z) = 二, 则 有 和 一 士 十 ,由 s 的 定义 知 它 是 


的 一 个 不 动 点 ,从 而 


| 2 十 az 十 pr Q 一 3 
7 (7)) 1 十 sr 十 cz TG 


进而 


2 | 1 十 (* 十 c)z 
An) = FREE = 
区 1 
人 二 
再 令 
十 1 
sD) = (sr +a 


此 时 g 是 一 个 线性 函数 。 从 而 建立 了 共 配 关系 
A(CF(A (z))) = g(xz) 


由 g 的 线性 形式 可 算出 
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ci 
Q 一 5 QS; Se 
人 一 可 
er” 
= ( 汪 :) (Zz— ZT0)+zo 


这 里 mw = 一] 一.。 于 是 
C 5 


f(D) =A(g (h(n) = (8 (ss) +s 
(& 一 3)" (2 一 引 
十 Ta 下 一 (s 十 c)")zo(z 一 5) 十 (十 c)" 


从 而 证 实 了 结论 
有 些 看 来 复杂 的 函数 ,其 迭代 其 实 很 简单 。 
例 4 对 于 f(x) 二 


TI 
VT 于 az 
令 jz) = x', g(z)= 


1 十 ar 
易 见 ，F(z) = hr'(g(h(x))) 直接 计算 或 利用 例 3 的 结果 , 知 


站 二 I 
8 (7) TF 
从 而 7 -万 


上 述 例子 中 ,我 们 常常 用 共 思 相 似 法 把 函数 化 成 g(x) = cz 或 
g(ZX) 二 工 十 b 形 式 。 这 是 典型 的 哈 特 曼 一 格 诺 曼 线 性 化 思想 。 要 确 
定 共 斩 变 换 h(z) ,就 要 解 函数 方程 


h(f(z)) = oh(z) 或 (f(z)) = hlz)e 
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这 正 是 著名 的 施 罗 德 方程 和 阿 贝尔 方程 。 除 了 对 一 些 特殊 类 型 
的 函数 外 ,无 论 用 什么 方法 求解 选 代 式 , 都 是 一 件 困难 的 事 。 也 就 是 
讲 ,有 限 迭 代 法 除了 对 函数 的 类 型 有 特殊 要 求 外 ,技巧 性 也 特别 强 。 
对 一 般 的 函数 方程 ,我 们 就 必须 引进 无 限 迭 代 的 思想 ,这 在 下 节 中 
讨论 。 


5. 和 迭代 法 求 方程 的 根 


和 迭代 法 是 一 种 逐次 逼近 法 。 它 是 求解 代数 方程 ,超越 方程 及 方 
程 组 的 一 种 基本 方法 ,但 存在 收敛 性 及 收敛 速度 问题 。 

为 了 用 和 迭代 法 求 非 线性 方程 f(x) = 0 的 近似 根 ,首先 需要 将 方 
程 f(z) = 0 转化 为 等 价 方程 


= g(z) 
显然 ,将 f(x) = 0 转化 为 形 如 x = g(x) 的 等 价 方程 的 方法 有 很 
多 种 。 
例 5 方程 f(x) = z 一 sinz 一 0.5 二 0 可 转化 为 以 下 两 种 不 同 
形式 的 等 价 方程 : 


1) z= sinz+0.5= gi(7); 

2) z= sin'(zx—0.5) 三 gz(z)。 

定义 3 设 方程 为 x = g(x), 选取 一 个 方程 的 初始 近似 解 zx。， 
且 按 下 述 逐 次 代入 法 ,构造 一 近似 解 序列 ; 


ZX1 = g(Zo) 
Za = g(x1) 


Zel 一 区 (zt) 


这 种 方法 称 为 选 代 法 。g(z) 称 为 迁 代 函数 。 
如 果 由 迁 代 法 产生 的 序列 | zi1 有 设 限 存在 , 即 lim zs 一 xz", 称 
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{zd 为 收敛 或 称 迭 代 过 程 收 剑 。 否 则 称 } zx, | 不 收敛 。 
设 g(x) 为 连续 函数 , 且 lim zx 二 zx*, 则 有 


六 一 im zm = lim g(x) = g(lim xz)= g(x ) 
由 于 xz” = g(x"), 故 xz' 是 方程 x = g(x) 的 解 ,自然 也 是 方程 
f(x) = 0 的 解 。 


显然 ,在 由 方程 f(x) = 0 转化 为 等 价 的 方程 + = g(x) 时 ,选择 
不 同 的 迭代 函数 g(x) ,就 会 产生 不 同 的 序列 |z|,( 即 使 初始 值 ro 
选 值 一 样 ) , 且 这 些 序列 的 收敛 情况 也 不 会 相同 。 

例 6 对 例 5 中 的 方程 ,用 迭代 法 求 根 。 

1) zm = sinzit+O0.5, (k=0,1,2.…) 

2) zi = sin'(zi —0.5), (k=0,1,2:) 


EE 

k 

(a) (b) 
0 1.0 1.0 
1 1. 341 471 0. 523 599 
2 1. 473 820 0. 023 601 
3 1.495 301 —0. 496 555 
4 1. 497 152 | —1. 487 761 
5 1. 497 289 | 无 意义 
6 1. 497 300 | 无 意义 
7 1.497 300 无 意义 


由 上 表 中 的 计算 结果 可 看 出 ,我 们 选取 的 两 个 迭代 函数 分 别 构 
造 的 迭代 序列 |z | 收敛 情况 不 一 样 (初始 值 都 取 为 1. 0) ,在 1) 情 况 
下 {zi 收敛, 并且 zx" < 1.497 300; 而 在 2) 情况 下 ,出 现 计算 式 无 定 
义 。 所 以 用 迭代 法 求 方程 f(x) = 0 的 近似 根 时 ,必须 注意 迭代 函数 
g(z) 的 选取 ,以 确保 迭代 过 程 ze 二 g(xzi) 的 收敛 。 

下 面 将 介绍 判定 迭代 过 程 是 否 收敛 的 若干 定理 。 

定理 1 设 有 方程 x = g(xz) 满足 
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1) 当 z6E [a, 6] 时 ,g(z) € [a, 0]; 
2) 存在 正 数 上 L 二 1, 使 对 任意 x € [a, 5], 有 


lilg(z)|<L 
则 1) 方 程 z= g(x) 在 [a, 85] 上 有 唯一 的 根 x” ; 
2) 对 任意 初始 值 z。€ [a, 56], 迭代 公式 
I = g(T1), R=0,1,2,. 
收敛 。 且 fze| 收 敛 于 z ; 
3) 有 误差 估计 式 


| 用 汶 -zl< TE Ia | 


L* 
lr —al<Ti1lm -zl| 


例 7 试用 迭代 法 求 方程 f(z) =z 一 Iln(zx 十 2) 一 0 在 [0, 2] 内 
的 根 。 
解 ” 将 原 方程 化 为 等 价 方程 : 


z=ln(z+2) = g(z) 
由 于 g(0) = ln2、0.6931>0, g(2) 一 In4 一 1.386 一 2, 且 
g(z) 为 增 函 数 , 故 当 0 之 z 过 2 时 ,0 < g(z) 入 2, 又 由 
ez) = 
则 当 z€ [0, 2] 时 ,有 


lg(z)1= sts<e(0) = 去 <1 


于 是 由 定理 1 可 知 ,当初 值 z。€ [0, 2] 时 ,和 迭代 过 程 zea 一 
g(x ) 收敛。 
如 果 要 求 z* 的 近似 解 ,准确 到 小 数 点 后 第 6 位 , 即 要 求 
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hw: = I< 记 X107 


计算 过 程 列表 如 下 : 取 zx。 = 0 


k Xe 

0 0 

1 | 0.693 147 18 
2 0.990 710 46 
14 1.146 193 1 
15 1.146 193 2 


由 表 可 知 | zs 一 zu | 10", 且 工 一 壮 , 故 


| [< | zas 一 Pi 
多 


一 2X107 < 去 X10 


所 以 x* 之 1.146 1931, | f(zru) | 过 T0.8X 03 

定理 1 的 条 件 一 般 不 易 验 证 ,对 于 大 范围 的 含 根 区 间 , 定 理 1 的 
条 件 也 不 一 定 成 立 。 其 实 , 在 实际 应 用 迭代 法 时 ,总 是 在 根 xz" 的 邻 
近 考 察 ,这 就 是 所 谓 的 局 部 收敛 性 。 

定义 3 如 果 在 xz" 的 某 个 邻 域 S: | z 一 z"” | 二 6 内 ,对 于 任意 
初始 值 z。 € S, 氨 代 过 程 zw = g(z) 都 收敛 , 则 称 此 迭代 公式 z" 邻 
近 具 有 局 部 收敛 性 。 

定理 2 设 g(z) 在 z* 的 邻 域 内 有 连续 的 一 阶 导 数 , 且 

1g(z)1<1 


则 选 代 过 程 ter = g(zxi) 具有 局 部 收敛 性 。 
在 实际 应 用 中 ,由 于 z* 事先 不 知 , 故 条 件 | g(x" ) |<<1 无 法 验 
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证 ,但 根据 g(x) 的 连续 性 , 若 已 知 根 zx* 就 在 初始 值 zo 的 邻近 , 则 
可 用 条 件 | g(xo) | 二 1 来 近代 替代 |g'(z* ) | 一 1。 下面 看 一 实例 : 
例 8 求 方程 zx=e “在 re 一 0.5 附 近 的 解 ,要 求 精度 e 一 10。 
解 由 于 1(e) -os | 过 0.6 过 1, 根据 定理 2, zt = e* 收 
敛 。 为 了 满足 精度 | zx" 一 zt | 二 e, 根据 定理 1, 只 需要 求 


二 
ry |<e 


即 


二 lzi—zri |< 10™ 


lz — ze |< 0.00067 
取 初 始 值 z。= 0.5, 计算 结果 列表 如 下 : 


Zh XC— Xl 
0.564 86 一 0.006 31 
0. 568 44 0. 003 58 
0. 566 41 一 0.00203 
0. 567 56 0.001 15 


0. 566 91 一 0.00065 


xk 


0.5 
0.606 53 
0.545 24 
0.579 70 
0.560 06 
0.57117 


0. 106 53 
一 0.061 29 
0.034 46 
一 0.019 64 
0.011 11 


ala|w|loi-|o|ls 


由 表 可 见 , 第 10 次 迭代 结果 符合 精度 要 求 。 
在 实际 计算 中 ,也 常常 用 | x 一 zt | 二。 来 控制 迭代 次 数 。 
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第 三 节 “收集 和 分 析 数 据 的 艺术 


英国 是 现代 统计 学 的 发 源 地 。 英 国 《不 列 颠 百科 全 书 》 上 把 统计 
学 定义 为 收集 和 分 析 数据 的 艺术 。 人 们 在 研究 一 个 问题 时 ,往往 首 
先 要 收集 资料 。 而 资料 往往 是 用 数量 形式 表示 的 。 这 种 形式 的 资料 
称 为 数据 。 怎 样 以 有 效 的 方式 收集 数据 是 统计 学 研究 的 中 心 问题 之 
一 。 数 据 往往 是 杂乱 无 章 的 ,很 难看 出 其 内 在 的 规律 性 。 整 理 、 分 析 
数据 并 由 此 对 所 研究 的 问题 作出 统计 推断 ,为 决策 提供 依据 或 建议 
是 统计 学 研究 的 另 一 个 中 心间 题 。 统 计 学 研究 数据 , 它 是 数学 的 一 
个 分 支 。 统 计 学 研究 的 数据 带 有 随机 性 ,所 以 他 的 理论 和 方法 有 独 
到 之 处 。 学 习 统计 重要 的 是 领会 统计 思想 ,这 样 就 能 感受 到 统计 的 
魅力 。 


1. 统计 推断 


例 1 《今日 美国 报 》 和 美国 有 线 电视 新 闻 网 (CNN)1994 年 4 
月 27 日 公布 一 项 民意 测验 调查 结果 :克林顿 政府 外 交 政 策 支持 率 为 
39% ;克林顿 政府 经 济 政策 支持 率 为 45%。 民 意 调查 于 4 月 22 日 
至 24 日 在 1 067 人 中 进行 ,其 误差 在 3% 之 内 。( 摘 自 1994 年 4 月 
28 日 新 民 晚 报 ) 
在 一 个 统计 间 题 中 ,研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 ,其 中 每 个 成 员 称 
为 个 体 。 在 研究 克林顿 政府 外 交 、 经 济 政策 支持 率 时 ,总体 就 是 全 体 
美国 人 ,个 体 就 是 每 一 个 美国 人 。 对 每 一 个 美国 人 都 作 调查 ,这 太 花 
时 间 、 人 力 和 物力 了 。 现 从 总 体 中 抽取 1 067 人 进行 调查 。 这 一 抽 
取 过 程 称 为 抽样 。 所 抽取 的 部 分 个 体 称 为 样本 。 样 本 中 个 体 的 个 数 
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称 为 样本 容量 。 抽 样 的 目的 是 通过 样本 了 解 总 体 ,对 总 体 的 一 些 未 
知 因素 作出 推 新 。 在 上 例 中 ,由 于 样本 只 有 1 067 人 , 仅 用 2 到 3 天 
时 间 就 调查 完毕 。 根 据 样本 中 支持 克林顿 政府 外 交 和 经 济 政策 的 人 
所 占 的 比例 分 别 为 39% 和 45% ,推断 出 在 全 体 美国 人 中 克林顿 政府 
外 交 和 经 济 政策 的 支持 率 以 及 误差 。 

“误差 在 3% 之 内 ”的 完整 含意 是 ,“ 误 差 在 3% 之 内 的 可 信和 度 为 
95%”"。 随 机 调查 1 067 人 (样本 容量 ) 就 是 根据 这 个 精度 要 求 而 计 
算出 来 的 。 如 何 收集 数据 ,使 得 样本 能 够 代表 总 体 , 这 是 最 关键 的 
问题 。 

例 2 (摘自 2000 年 10 月 13 日 和 19 日 文汇报 ) 美 国 总 统 选举 
前 的 10 月 11 日 晚 举行 的 第 二 场 电视 辩论 后 ,CNN 迅速 进行 了 民意 
测验 。 当 晚 就 发 布 消息 , 称 小 布什 赢得 了 本 场 辩 论 ,49 欠 的 人 认为 小 
布什 启 得 了 辩论 ,36%% 的 人 认为 戈 尔 赢得 了 辩论 。10 月 18 日 举行 
的 第 三 场 电视 辩论 后 ,CNN 称 戈 尔 稍 占 上 风 。46% 的 人 认为 戈 尔 赢 
得 了 这 一 场 辩 论 ,44% 的 人 认为 小 布什 赢得 了 辩论 。 考 虑 到 民意 测 
验 的 结果 有 3 儿 的 误差 ,所 以 戈 尔 和 小 布什 在 第 三 场 辩论 中 的 表现 
没有 显著 的 差异 ,很 难说 成 尔 赢 得 了 辩论 。 但 是 戈 尔 和 小 布什 在 第 
二 场 辩论 中 的 表现 确 有 显著 的 差异 ,确实 是 小 布什 咎 得 了 这 一 场 辩 
论 。 在 统计 推断 中 ,只 有 当 存 在 显著 的 差异 时 , 才 说 两 者 有 大 小 之 
别 。 否 则 只 能 说 两 者 相等 。 

参数 估计 (包括 点 估计 和 区 间 估 计 ) 问 题 和 假设 检验 问题 是 统 
计 推 断 中 的 两 大 问题 。 例 1 给 出 的 39 中 和 45% 分别 是 对 克林顿 
政府 外 交 和 经 济 政策 支持 率 的 估计 。 由 误差 算得 的 区 间 [36%， 
42%] 和 [42%，,48%] 分 别 是 克林顿 玻 府 外 交 和 经 济 政策 支持 率 
的 可 信 度 为 95% 的 区 间 估 计 。 例 2 是 假设 检验 。 这 里 有 两 个 假 
设 , 一 个 称 为 原 假设 , 另 一 个 称 为 备 择 假设 。 原 假设 是 戈 尔 和 人 小 布 
什 没 有 显著 的 差异 ,两 者 相等 ; 备 择 假设 是 戈 尔 和 小 布什 有 显著 的 
差异 ,两 者 不 相等 。 统 计 推 断 中 的 相等 .不 相等 往往 指 的 是 两 者 有 
还 是 没有 显著 的 差异 。 根 据 第 二 场 电 视 辩论 后 CNN 的 调查 结果 ， 
拒绝 原 假设 ,认为 戈 尔 和 小 布什 有 显著 的 差异 。 在 他 们 两 人 没有 
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显著 差异 的 假设 下 ,作出 这 样 一 个 判断 犯错 误 的 可 能 性 不 超过 
5% 。 而 根据 第 三 场 辩论 后 CNN 的 调查 结果 ,不 能 拒绝 原 假设 , 认 
为 戈 尔 和 小 布什 没有 显著 的 差异 ,当然 这 个 判断 也 有 5% 犯错 误 的 
可 能 性 。 


2. 抽样 调查 


为 了 使 样本 能 准确 地 推断 总 体 ,我 们 必须 掌握 科学 的 抽样 方法 。 

(1) 选取 样本 时 ,谨防 选择 偏 性 

例 3 1936 年 民主 党 人 罗斯 福 任 美国 总 统 第 一 任期 满 ,共和 
党 人 兰 登 与 他 竞选 总 统 。《 文 学 搞 要 》 杂 志 根 据 有 约 二 百 四 十 万 人 
参加 的 民意 测验 ,预测 兰 登 会 以 57% 对 43% 的 优势 获胜 。 自 1916 
年 以 来 的 五 届 总 统 选举 中 ,《 文 学 摘要 》 杂 志 都 正确 地 预测 出 获胜 
的 一 方 ,其 影响 力 很 大 。 那 时 盖 洛 普 刚刚 设立 起 他 的 调查 机 构 ,他 
根据 一 个 约 五 万 人 的 样本 ,预测 罗斯 福 会 以 56%% 对 44% 的 优势 获 
胜 。 实 际 结果 是 ,罗斯 福 以 62%% 对 38% 的 优势 胜出 。 当 时 有 人 
说 ,这 次 选举 的 最 大 赢家 不 是 罗斯 福 ,而 是 盖 洛 普 。 自 这 之 后 , 盖 
洛 普 的 调查 机 构 得 到 迅速 的 发 展 , 国 内 外 闻名 ,而 《文学 摘要 》 杂 志 
不 久 就 境 了 。 

罗斯 福 的 得 票 率 为 62% ,文学 摘要 》 杂 志 的 预测 为 43% ,误差 
达到 19%。 误 差 之 大 令 人 惊异 。 这 样 大 的 误差 是 怎么 得 来 的 呢 ? 
经 过 研究 发 现 ,原因 在 于 《文学 摘要 》 杂 志 选 取样 本 有 偏 性 。 杂 志 是 
根据 电话 短 和 俱乐部 会 员 的 名 册 , 将 问卷 邮寄 给 一 二 万 人 。 当 时 美 
国 四 个 家 庭 中 仅 有 一 家 装 电话 。 他 选取 的 样本 有 排斥 穷人 的 选择 仿 
性 。 这 样 的 民意 测验 非常 不 利于 民主 党 人 罗斯 福 。 

(2) 谨防 不 回答 偏 性 

《文学 摘要 ) 杂 志 调查 的 一 千 万 人 中 只 有 二 百 四 十 万 人 回答 了 问 
卷 ,不 回答 者 可 能 非常 有 别 于 回答 者 ,这 二 百 四 十 万 人 代表 不 了 被 邮 
寄 问 卷 的 一 于 万 人 。1936 年 文学 摘要 》 杂 志 的 一 次 专门 的 调查 ,给 
在 芝加哥 的 选民 每 三 人 寄 去 一 张 问卷 , 约 20% 的 被 调查 者 作 了 回 
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答 ,其 中 支持 兰 登 的 超过 半数 。 但 是 在 选举 中 , 兰 登 在 芝加哥 的 得 票 
率 只 有 三 分 之 一 。 所 以 当 出 现 高 不 回答 率 时 , 遵 防 不 回 答 偏 性 。 当 
时 的 一 次 特别 调查 表明 , 低 收入 和 高 收入 的 人 倾向 于 不 回答 问卷 , 因 
此 中 等 收入 的 人 在 回答 者 中 的 代表 性 超出 比例 。 为 此 现代 调查 机 构 
更 喜欢 采用 亲自 询问 来 代替 邮 寄 问 卷 ,即使 亲自 询问 ,也 有 不 回答 信 
性 的 问题 。 访 问 员 来 访 时 ,不 在 家 的 人 与 在 家 接受 访问 的 人 可 能 在 
工人 时间、 家庭 关系 和 社会 背景 等 方面 有 比较 大 的 差异 ,从 而 看 法 也 
不 一 样 。 例 如 有 一 项 关于 快餐 的 市 场 调查 。 抽 取 500 户 家 庭 进行 调 
查 。 和 白天 访问 时 ,有 150 户 家 庭 没入。 能 不 能 仅 用 自 天 有 人 的 350 
户 家 庭 的 数据 ? 不能。 这 里 有 不 回答 偏 性 。 自 天 不 在 家 的 150 户 可 
能 是 吃 快餐 比较 多 的 家 庭 。 

1936 年 和 之 后 的 两 次 总 统 选举 中 盖 洛 普 都 正确 地 预测 出 获胜 
的 一 方 。 但 是 1948 年 的 选举 ,他 却 预 测 错 了 。 

(3) 人 为 选择 样本 时 易 带 偏 性 

例 4 罗斯 福 逝 世 后 ,杜鲁门 接任 。1948 年 他 任 总 统 满 期 后 , 共 
和 党 人 杜威 与 他 竞争 。 盖 洛 普 基于 50 000 人 次 的 调查 ,预测 杜威 获 
胜 , 领 先 6 个 百分点 。 美 国 其 余 两 家 主要 的 民意 调查 机 构 也 预测 杜 
威 获胜 ,领先 5 个 百分点 。 实 际 结果 是 ,杜鲁门 以 50% 对 45% 的 优 
势 获胜。 民意 测验 出 了 什么 问题 ? 

这 三 家 民意 测验 机 构 全 都 采用 定额 抽样 法 。 访 问 人 员 访问 的 人 
数 是 固定 的 ,但 访问 的 对 象 可 由 访问 人 员 自由 选 定 。 例 如 盖 洛 普 要 
求 在 St. Louis 城 访问 的 人 员 要 访问 13 个 对 象 , 规 定 其 中 : 

6 人 住 在 近郊 ,7 人 住 在 市 中 心 ; 

男性 7 人 ,女性 6 人 ; 

在 7 个 男性 中 ,3 人 40 岁 以 下 ,4 人 40 岁 以 上 ;1 个 黑人 ,6 个 
白人 。 

对 女性 也 有 类 似 的 定额 规定 。 

结果 ,1948 年 的 民意 调查 访问 人 员 选 择 了 过 多 的 共和 党 人 。 这 
是 因为 共和 党 人 较为 富裕 ,受过 较 好 的 教育 , 住 在 较 好 的 街区 ,他 们 
较 易 访问 ,所 以 访问 人 员 喜 欢 采访 共和 党 人 。 这 造成 了 民意 测验 中 


第 三 章 第 三 节 收集 和 分 析 数 据 的 艺术 209 


有 利于 共和 党 的 仿 性 。 下 面 的 表 体 现 了 这 种 偏 性 : 


共和 党 实际 盖 洛 普 预 测 共 和 
得 票 率 (%) 党 得 票 率 (%) 


1936 38 44 


有 利于 共和 


年 份 
党 的 误差 (%) 


48 


(4) 用 概率 方法 去 选择 样本 

1952 年 之 后 , 盖 洛 普 采 用 概率 方法 去 选择 样本 , 即 分 层 多 阶 抽 
样 的 方案 。 他 有 以 下 六 个 步骤 。 

第 1 步 ,将 美国 分 为 四 层 , 即 四 个 地 理 区 域 :东北 \ 南 ,中西 \ 西 。 


第 2 步 ,将 每 一 个 地 理 区 域 分 成 一 个 个 城镇 。 例 如 在 东北 地 区 ， 
将 人 口 在 5 万 到 25 万 的 居民 中 心 区 归 成 城镇 。 在 每 一 个 地 理 区 域 


内 随机 抽取 若干 个 城镇 。 

第 3 步 ,将 城镇 划分 成 选区 。 在 每 一 个 选 出 的 城镇 内 随机 抽取 
若干 个 选区 。 

第 4 步 ,将 选区 划分 成 选 分 区 。 在 每 一 个 选 出 的 选区 内 随机 抽 
取 若 干 个 选 分 区 。 


第 5 步 , 在 每 一 个 选 出 的 选 分 区 内 随机 抽取 若干 个 家 庭 。 

第 6 步 ,最 后 访问 选 出 的 家 庭 中 的 某 些 成 员 。 此 时 ,访问 员 会 接 
到 通知 ,例如 要 求 他 与 家 庭 中 18 岁 以 上 的 最 年 青 的 男子 交谈 , 若 没 
有 男子 在 家 , 则 与 18 岁 以 上 的 最 年 长 的 女子 交谈 等 。 

(5) 定额 抽样 法 和 用 概率 方法 去 选择 样本 的 比较 

用 概率 方法 去 选择 样本 消除 了 定额 抽样 法 的 缺点 ,防止 了 访问 
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员 的 选择 偏 性 。 

定额 抽样 法 的 原意 是 为 了 保证 对 样本 的 一 些 要 求 ,使 得 样本 中 
的 比例 适当 ,但 由 于 访问 员 的 判断 和 选择 往往 带 有 偏 性 ,这 个 要 求 不 
一 定 能 满足 。 而 概率 方法 是 不 带 偏 性 的 , 它 要 求 接近 总 体 的 情况 。 
例如 样本 中 黑人 的 比例 ,年 青 人 的 比例 ,生活 水 平 低下 的 人 的 比例 等 
与 总 体 中 的 比例 相近 。 

1948 年 之 前 , 盖 洛 普 民 意 测验 使 用 定额 抽样 法 ,调查 50 000 
人 。1948 年 后 用 概率 方法 去 选择 样本 ,调查 样本 的 容量 只 有 原先 
的 五 分 之 一 到 十 分 之 一 。 按 美国 人 口 平均 ,用 概率 方法 在 十 万 人 
中 调查 的 样本 不 到 5 人 。 不 但 样本 容量 下 降 了 很 多 ,而 且 由 于 没 
有 偏 祖 任何 一 方 ( 共 和 党 或 民主 党 ) 的 倾向 ,精度 也 提高 了 很 多 。 
1936 到 1948 年 的 误差 大 约 为 5% ,1948 年 之 后 要 小 得 多 。 看 下 
面 的 表 。 


1948 年 后 盖 洛 普 民意 测验 在 总 统 选举 中 的 预测 情况 
样本 盖 洛 普 预 3 y 
年 份 容量 获胜 总 统 测 得 票 率 选举 结果 误差 


1952 | 5385 艾森豪威尔 | 51% [55.4% | +4.4% 


1956 8 144 艾森豪威尔 59.5% 57.8% —1.7% 


1960 | 8015 肯尼迪 51% 50.1% —0.9% 
1964 6 625 约翰 地 64% 61.3% —2.7% 


2 
1968 4 414 尼克 松 43% 43.5% 0.5% 

1972 | 3 689 尼克 松 62% | —0.2% 
1976 | 3439 卡特 49. 5% 51.1% | +1.6% 
1980 | 3500 里 根 55.3% 51.6% | 一 3.7% 
1984 | 里 根 59.0% 59.2% 0.2% 


布什 56.0% 


(6) 全 面 调 查 和 抽样 调查 
和 全 面 调查 相 比较 ,抽样 调查 具有 如 下 特点 : 
1) 抽样 调查 的 费用 较 低 .速度 较 快 \ 应 用 面 较 广 。 
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2) 由 于 可 以 较 严格 地 挑选 和 培训 调查 员 ,调查 和 数据 处 理 的 质 
量 比较 容易 控制 ,而 且 被 调查 者 的 心理 压力 较 小 ,因此 抽样 调查 可 获 
得 较 准确 的 结果 。 

3) 当 调 查 对 象 非 常 多 甚至 无 限 ,或 测试 方法 具有 破坏 性 时 , 根 
本 无 法 进行 全 面 调 查 , 只 能 进行 抽样 调查 了 。 


3. 对 照 实验 


除了 抽样 调查 之 外 ,实验 是 收集 数据 的 另 一 个 重要 方法 。 众 所 
周知 ,抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 ,出 现 正面 和 反面 的 可 能 性 都 为 0.5。 那 
么 抛 挪 一 枚 图 钉 , 钉 尖 朝 上 和 朝 下 的 可 能 性 各 为 多 大 ?他 们 是 否 相 
等 ? 解决 这 个 问题 的 最 为 简单 的 办 法 是 做 实验 。 将 一 把 图 钉 抛 掷 很 
多 次 ,计算 钉 尖 朝 上 出 现 的 频率 。 从 而 得 到 钉 尖 朝 上 的 可 能 性 。 通 


过 实验 人 们 认为 这 个 值 为 如 二 0.65。 从 而 得 到 钉 尖 朝 下 出 现 的 可 


能 性 为 0. 35。 

对 照 比较 是 测试 一 种 新 药 效果 的 最 基本 的 办 法 。 以 随机 的 方式 
将 病人 分 到 处 理 组 或 对 照 组 。 把 药 分 给 处 理 组 的 病人 ,而 对 照 组 的 
病人 不 接受 治疗 ,然后 比较 两 个 组 的 反应 。 整 个 实验 在 双 言 的 情况 
下 进行 ,这 也 就 是 说 ,不 管 是 病人 ,还 是 医生 都 不 知道 谁 在 处 理 组 , 谁 
在 对 照 组 。 

关 公 灰 质 炎 俗称 小 儿 麻痹 症 。20 世纪 60 年 代 前 , 冰 能 灰质 炎 
是 令 人 惧怕 的 疾病 之 一 ,严重 危害 着 儿童 的 健康 。1954 年 美国 公共 
卫生 总 署 决 定 组 织 养 骨灰 质 炎 疫 苗 实 验 。 实 验 对 象 是 一 ` 二 、 三 年 级 


的 儿童 。 提 出 的 第 一 个 实验 方案 是 ,给 大 量 儿 童 接种 疫苗 ,如果 
1954 年 着 丹 灰 质 炎 发 病 率 比 1953 年 明显 下 降 ,就 是 说 疫苗 有 效 。 
但 是 经 过 论证 认为 这 个 实验 方案 不 可 行 。 着 萌 灰 质 炎 是 一 种 年 发 病 
率 变化 很 大 的 流行 病 。1952 年 有 60 000 个 病例 ,而 :1953 年 只 有 其 
一 半 。1954 年 的 低 发 病 率 可 能 说 明 疫 苗 有 效 ,也 可 能 说 明 当 年 发 病 
率 本 来 就 低 。 
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第 二 个 方案 是 ,取得 父母 同意 的 儿童 接种 疫苗 ,组 成 处 理 组 ,其 
他 儿童 组 成 对 照 组 。 这 个 方案 可 能 引起 疫苗 的 偏 性 ,因为 高 收入 家 
庭 的 父母 比 低 收入 家 庭 的 父母 更 赞成 接种 疫苗 ,而 高 收入 家 庭 的 儿 
童 更 易 受 到 肴 苗 灰 质 炎 的 伤害 。 

第 三 个 方案 是 小 儿 麻 闻 症 全 国 基 金 会 提出 的 。 该 方案 给 所 有 二 
年 级 的 并 取得 父母 同意 的 儿童 接种 疫苗 ,而 将 一 .三 年 级 的 儿童 留 作 
对 照 。 这 个 方案 有 以 下 两 个 不 足 之 处 : 

第 一 是 消 角 灰 质 炎 是 通过 接触 传染 ,所 以 二 年 级 的 发 病 率 有 可 
能 比 一 或 三 年 级 的 发 病 率 高 ,这 将 使 研究 结果 不 利于 方案 。 也 有 可 
能 二 年 级 的 发 病 率 比 一 或 三 年 级 的 发 病 率 低 ,这 将 使 研究 结果 有 利 
于 方案 。 

第 二 是 将 取得 父母 同意 的 儿童 放 在 处 理 组 ,这 将 造成 一 个 不 利 
于 方案 的 偏 傈 。 

最 后 一 个 方案 是 随机 化 对 照 比 较 双 言 实 验 。 该 实验 的 处 理 组 和 
对 照 组 都 来 自 父母 同意 接种 疫苗 的 儿童 们 。 将 这 些 孩子 分 配 到 处 理 
组 或 对 照 组 的 方法 有 以 下 两 个 : 

第 一 种 方法 是 人 事 判断 ,以 使 得 处 理 组 和 对 照 组 中 的 家 庭 收 入 ， 
儿童 的 健康 状况 ,性格 以 及 兴趣 的 情况 相近 。 当 对 象 很 多 时 ,人 事 判 
断 费 时 .费力 且 经 济 上 不 合算 ,常会 出 现 偏差 。 

第 二 种 方法 ,也 是 较 恰当 的 方法 是 随机 分 配 。 扔 一 枚 均匀 的 硬 
币 , 以 50% 对 50% 的 机 会 将 儿童 分 配 到 处 理 组 或 对 照 组 。 随 机 法 则 
保证 了 处 理 组 和 对 照 组 中 所 有 重要 的 变量 的 情况 非常 相近 。 

实验 为 什么 要 双 宦 ? 为 什么 不 让 儿童 (包括 他 的 父母 ) 以 及 医 
生 知 道 谁 在 处 理 组 谁 在 对 照 组 呢 ? 这 是 因为 如 果实 验 对 象 不 知道 
他 们 是 在 处 理 组 还 是 在 对 照 组 ,他 们 的 反应 是 对 疫苗 的 ,而 不 可 能 
是 对 处 理 或 对 照 的 意见 。 由 于 医生 在 实验 期 间 必须 检查 孩子 是 否 
感染 了 消 髓 灰质 炎 ,而 脊 佣 灰 质 炎 的 症状 是 难以 诊断 的 ,在 不 易 确 
定时 ,医生 的 诊断 可 能 会 受到 事先 知道 孩子 是 否 接种 过 疫苗 的 
影响 。 

随机 化 对 照 比较 双 言 实验 和 小 儿 麻痹 症 全 国 基金 会 方案 都 得 到 
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了 实施 ,实验 结果 如 下 表 所 示 : 
随机 化 对 照 比较 双 讶 实验 


人 数 
200 745 
201 229 


病 例 数 
57. 
142 


每 十 万 人 中 的 病例 数 
28 


处 理 


小 儿 麻 闻 症 全 国 基金 会 方案 


人 数 
221 998 
725 173 
123 605 


2 年 级 (接种 疫苗 ) 
1、3 年 级 (对 照 ) 
2 年 级 (不 同意 ) 


小 儿 麻 兽 症 全 国 基金 会 方案 中 的 处 理 组 仅仅 包含 那些 父母 亲 同 
意 接 种 疫苗 的 儿童 ,而 对 照 组 还 包含 那些 父母 亲 不 同意 接种 疫苗 的 
儿童 。 处 理 组 和 对 照 组 的 差异 可 能 来 自 于 疫苗 ,也 可 能 来 自 于 其 它 
因素 。 疫 苗 的 效应 和 其 他 因素 的 效应 混 清 在 一 起 。 混 淆 是 产生 偏 性 
的 主要 根源 。 在 小 儿 麻 铀 症 全 国 基金 会 方案 的 实验 结果 中 ,疫苗 使 
疹 崩 灰质 炎 的 发 病 比 例 从 十 万 分 之 五 十 四 降 到 十 万 分 之 二 十 五 ,如 
果 将 二 年 级 中 父母 不 同意 的 儿童 组 成 对 照 组 , 则 疫苗 使 消 髓 灰质 炎 
的 发 病 比 例 仅 从 十 万 分 之 四 十 四 降 到 十 万 分 之 二 十 五 。 而 随机 化 对 
照 比 较 双 讶 实验 的 实验 结果 中 ,疫苗 使 峭 甸 灰质 炎 的 发 病 比例 从 十 
万 分 之 七 十 一 降 到 十 万 分 之 二 十 八 。 小 儿 麻 痹 症 全 国 基金 会 方案 对 
疫苗 的 研究 有 偏向 于 不 利于 疫苗 的 方面 。 随 机 化 对 照 比 较 双 言 实 验 
比 小 儿 麻 靖 症 全 国 基金 会 的 方案 好 。 

如 果 假设 疫苗 没有 效果 ,那么 处 理 组 和 对 照 组 中 肴 伪 灰 质 炎 的 
发 病 比例 应 大 致 相等 。 在 疫苗 没有 效果 时 ,造成 十 万 分 之 七 十 一 和 
十 万 分 之 二 十 八 这 样 一 个 大 的 差异 的 可 能 性 是 十 亿 分 之 一 。 这 说 明 
疫苗 是 有 效 的 。 这 是 个 假设 检验 问题 , 原 假设 是 疫苗 没有 效果 , 备 择 
假设 是 疫苗 有 效果 。 由 于 在 疫苗 没有 效果 时 ,十 万 分 之 七 十 一 和 十 
万 分 之 二 十 八 的 差异 非常 显著 ,造成 这 样 一 个 大 的 差异 的 可 能 性 仅 
是 十 亿 分 之 一 。 我 们 拒绝 原 假设 ,认为 疫苗 有 效 。 
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4. 统计 分 析 


统计 分 析 的 目的 是 探索 数据 内 在 的 数量 规律 性 。 英 国 的 约翰 ， 
格 朗 杰 (Joun Grannt) 在 1662 年 出 版 了 《关于 死亡 表 的 自然 观察 与 
政治 观察 一 书 , 对 现代 统计 学 的 发 展 作出 了 重要 的 贡献 。 他 通过 大 
量 调查 、 观 察 和 研究 ,发 现 了 和 人口 与 自然 现象 中 的 一 些 数量 规律 。 如 
新 生 儿 的 男女 性 比例 为 14 : 13; 男 性 在 各 年 龄 组 中 死亡 率 普遍 高 于 
女性 ;新 生 儿 和 大 城市 人 口 的 死亡 率 较 高 ;一般 疾病 和 事故 的 死亡 率 
较 稳定 ,而 传染 病 的 死亡 率 波动 较 大 等 等 。 他 根据 伦敦 市 的 人 口 调 
查 资料 ,发 表 了 世界 上 最 早 的 一 张 生命 表 。 


生 命 表 


年 龄 ( 岁 ) 
0—5 100 36 


6 一 15 64 24 
16 一 25 40 15 
26 一 35 25 | 9 
36 一 45 16 | 6 
46 一 55 10 | 4 

3 

2 


虽然 这 张 生命 表 很 粗糙 ,但 是 他 的 编制 格式 沿用 至 今 。 
例 5 下 表 是 1976 至 1977 年 美国 佛罗里达 州 29 个 地 区 杀人 
案件 中 被 告 肤色 和 是 否 被 判 死 刑 的 326 个 犯人 的 调查 情况 。 


死刑 判决 的 比例 


0.119 
0.102 


从 表 中 看 ,白人 被 判 死 刑 的 比例 较 高 ,这 与 当时 美国 的 现实 情况 
不 相符 。 后 来 人 们 除了 考虑 被 告 人 的 肤色 外 ,还 考虑 被 害 人 的 肤色 ， 


得 到 的 结论 就 与 当时 美国 的 现实 情况 相符 了 。 如 下 的 表 是 上 面 这 张 
表 的 细 分 。 
死 刑 
被 害 人 被 告 
被 是 | 世 死刑 判决 的 比例 
和 白人 19 132 0. 126 
黑人 11 52 0.175 
白人 0 | 9 0. 000 
入 黑人 6 97 0. 058 


如 果 被 害 人 是 白人 ,白人 被 判 死刑 的 比例 为 12. 6% ,而 黑人 被 
判 死刑 的 比例 为 17. 5 外 。 如 果 被 害 人 是 黑人 ,白人 被 判 死刑 的 比例 
为 0, 而 黑人 被 判 死刑 的 比例 为 5. 8%。 这 说 明 , 无 论 被 害 人 是 白人 
还 是 黑人 ,白人 被 告 被 判 死刑 的 比例 都 比 黑人 被 告 被 判 死 刑 的 比例 
低 。 尤 其 是 在 被 害 人 是 黑人 时 ,白人 被 告 没 有 被 判 死刑 的 。 这 说 明 
在 美国 有 种 族 歧视 ,死刑 判决 与 被 害 人 的 肤色 有 关 。 

这 个 例题 的 前 一 张 表 仅 考虑 被 告 的 肤色 和 是 否 被 判 死刑 的 关 
系 ,被 害 人 的 肤色 就 是 隐蔽 着 的 混杂 因素 , 它 误导 了 统计 分 析 。 这 个 
问题 就 是 统计 中 著名 的 Simpson 悖 论 的 一 个 实例 。 

结论 1 和 白人 被 判 死刑 的 比例 大 于 黑人 被 判 死刑 的 比例 。 

结论 2 在 被 害 人 是 白人 时 ,白人 被 判 死刑 的 比例 小 于 黑人 被 
判 死刑 的 比例 ;在 被 害 人 是 黑人 时 ,白人 被 判 死刑 的 比例 小 于 黑人 被 
判 死刑 的 比例 。 

显然 ,结论 2 与 事实 相符 ,而 结论 1 是 误导 出 来 的 结论 。 为 避免 
发 生 这 种 现象 ,找到 隐蔽 着 的 混杂 因素 至 关 重 要 。 这 除了 依靠 统计 
学 的 方法 外 ,还 要 依靠 有 关 的 专门 知识 。 找 到 了 隐藏 着 的 混杂 因素 
后 ,一 般 的 处 理 方法 是 对 混杂 因素 的 每 一 个 值 (如 被 害 人 的 肤色 ) ,都 
构造 一 张 表 (如 被 害 人 是 白人 时 的 表 和 被 害 人 是 黑人 时 的 表 )。 然 后 
对 这 些 表 进 行 分 析 比 较 。 这 种 方法 称 为 控制 混杂 因素 。 当 然 我 们 也 
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可 以 把 被 告 的 肤色 视 为 被 控制 的 因素 ,得 到 如 下 的 表 : 


死 刑 
被 告 被 害 人 
是 秋 死刑 判决 的 比例 
自 人 白人 19 132 0. 126 
黑人 0 9 0. 000 


白人 11 
黑人 6 


0. 175 
0.058 


无 论 被 告 是 白人 还 是 黑人 ,被 害 人 是 白人 时 凶手 被 判 死 刑 的 比例 者 
比 被 害 人 是 黑人 时 明显 的 高 。 如 果 删 除 凶 手 的 肤色 这 个 属性 , 则 得 
到 如 下 的 表 : 


死刑 判决 的 比例 


0.140 
0.053 


被 害 人 是 白人 时 凶手 被 判 死刑 的 比例 比 被 害 人 是 黑人 时 也 明显 的 
高 。 这 时 Simpson 悖 论 不 再 成 立 。 

下 例 是 Simpson 悖 论 的 另 一 个 实例 。 

例 6 根据 1990 年 第 四 次 人 口 普查 资料 ,研究 文化 程度 与 死亡 


率 的 关系 。 不 同文 化 程度 的 死亡 率 如 下 表 所 示 : 
居民 人 数 


死亡 率 (‰) 


文盲 * 1461 971 29.470 
小 学 1 870 095 21 917 | 11.720 
初 中 3 113 930 10 741 | 3.449 


1.930 


中 、 中 专 2 091 845 
高 
2.897 


687 195 


总 的 来 说 ,文化 程度 高 了 ,死亡 率 降低 ,但 是 高 中 和 中 专文 化 程 
度 的 死亡 率 最 低 。 情 况 是 否 果真 如 此 ? 观察 对 象 (人 ) 除 了 已 经 考虑 
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的 因素 (文化 程度 和 死亡 率 ) 之 外 ,在 其 他 方面 (如 年 龄 ) 也 有 所 不 同 。 
比较 不 同年 龄 组 内 高 中 ,中 专 和 大 专 、 大 学 文化 程度 的 死亡 率 , 看 看 / 
青年 人 、 中 年 人 和 老年 人 中 高 中 和 中 专文 化 程度 的 死亡 率 是否 也 是 
比 大 专 和 大 学 低 ? 得 表 如 下 : 


高 中 ,中 专 大 专 .大 学 

年 龄 | 居民 | 死亡 | 死亡 率 | 居民 | 死亡 | 死亡 率 
人 数 | 和 人 数 | (%) | 人数 | 人数 | (%) 

25 一 29 573 426 | 227 下 0.396 126 892 40 | 0.315 

30 一 34 766 924 381 0. 497 转 88 318 24 0.272 

35—39 163 206 111 0.680 89 555 34 0.380 

40 一 44 175 494 197 1.123 97 436 | 64 0.657 

45—49 | 138 857 | 239 1.721 85 847 123 1.433 

50 一 54 87 539 281 3.210 | 75 622 | 179 2.367 

pp 十 一 一 -一 一 - 
55 一 59 75 524 372 4.926 52 853 | 205 3.879 
60 一 64 48 688 391 8.031 31 199 203 6.507 
| | ES 

65—69 31 860 19 345 236 12. 200 

30 327 20 218 
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在 各 年 龄 组 内 大 专 、 大 学 文化 程度 的 死亡 率 都 比 高 中 、 中 专 的 死亡 
率 低 。 再 看 下 表 。 它 表示 不 同年 龄 组 内 文化 程度 和 死亡 率 (%o) 的 关系 。 
不 同年 龄 组 和 文化 程度 的 死亡 率 {%o) 


从 表 中 可 见 , 在 各 年 龄 组 内 都 显示 出 文化 程度 越 高 ,死亡 率 越 低 
的 规律 。 如 果 仅 考虑 文化 程度 和 死亡 率 这 两 个 属性 ,就 得 出 了 高 中 
和 中 专文 化 程度 的 死亡 率 最 低 的 结论 。 如 果 将 年 龄 因素 也 考虑 进去 
后 ,就 得 到 了 大 专 .大 学 文化 程 变 的 死亡 率 最 低 的 结论 。 显 然后 一 个 
结论 是 合理 的 ,因为 年 龄 是 影响 死亡 率 的 关键 因素 ,必须 加 以 考虑 。 

为 什么 死亡 率 随 着 文化 程度 的 提高 而 降低 ? 通过 数据 分 析 发 现 
了 规律 性 。 但 是 统计 学 并 不 能 解释 发 现 的 规律 性 ,还 要 依靠 有 关 专 
门 学 科 进一步 的 研究 。 例 如 ,数据 分 析 显示 ,吸烟 的 人 中 患 肺癌 的 比 
例 较 高 。 为 什么 吸烟 会 诱发 肺癌 ? 这 需要 医学 作出 解释 。 使 用 统计 
方法 解决 实际 问题 时 ,首先 要 了 解 问题 的 背景 和 研究 目的 。 对 于 统 
计 分 析 的 结果 要 做 出 符合 实际 的 解释 ,以便 进 一 步 深入 的 研究 。 


习题 

1. 为 了 解 学 生 晚上 看 电视 的 情况 ,在 参加 早上 锻炼 的 学 生 中 进 
行 调查 。 根 据 这 样 调 查 得 到 的 数据 进行 分 析 ,所 得 结论 可 信 吗 ? 

2. 1988 年 9 月 11 日 ,美国 The San Francisco Examiner 报刊 
登 了 一 则 消息 ,标题 是 :10 名 生物 教师 中 有 3 人 相信 上 帝 创 世 说 。 
他 们 从 全 国教 师 协会 提供 的 名 单 中 随机 抽取 20 000 名 高 中 生物 教 
师 ,然后 将 问卷 寄 给 他 们 。 共 收 到 200 份 答卷 ,其 中 百 分 之 三 十 的 生 
物 教师 相信 上 帝 创 世 说 。 这 个 结论 可 信 吗 ? 

3. 美国 加 利 福 尼 亚 大 学 伯 克 莱 分 校 研究 生 的 入 学 录取 情况 如 下 : 
女 
录取 率 (%) 申请 人 数 | 
825 62 108 
560 63 | 25 
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试 对 该 校 录 取 新 生 中 的 性 别 歧视 问题 进行 讨论 。 

4. 乳腺 癌 是 妇女 常见 的 恶性 肿瘤 之 一 。 在 癌 扩 散 之 前 及 早 发 
现 , 治 疗 成 功 的 机 会 是 否 更 好 ? 为 此 ,全 纽约 健康 保险 规划 于 1963 
年 实施 了 一 次 大 规模 的 实验 。 实 验 对 象 为 规划 中 的 所 有 成 员 , 共 
62 000 名 40 到 64 岁 的 妇女 ,她 们 被 随机 地 分 成 两 个 人 数 一 样 的 组 。 
处 理 组 中 有 20 200 名 妇女 接受 了 由 医生 和 X 光 进 行 的 检查 ,有 
10 800 名 妇女 拒绝 检查 。 对 照 组 中 的 妇女 都 接受 了 普通 健康 检查 。 
所 有 妇女 被 跟踪 了 若干 年 , 头 五 年 的 死亡 人 数 .死亡 原因 和 死亡 率 如 
下 表 所 示 ， 


死 亡 原 因 
乳 腺 冶 其 它 
人 入” 数 | 死亡 率 (6) | 人 数 | 死亡 率 (%) 


处 理 组 
检查 20 200 23 ll 428 
拒绝 10 800 16 1.5 409 
总 数 31000 39 1.3 


21 
38 
27 


对 照 组 
31 000 


28 


(1) 检查 对 健康 有 利 吗 ? 表 中 哪 几 个 数据 证 明了 你 的 观点 ? 

(2) 在 处 理 组 中 ,拒绝 检查 妇女 中 的 总 死亡 人 数 为 425 ,而 接受 
检查 妇女 中 的 总 死亡 人 数 为 451。 拒 绝 检查 妇女 中 的 死亡 率 大 约 是 
接受 检查 妇女 中 的 死亡 率 的 将 近 2 倍 。 检 查 使 死亡 率 降低 了 一 半 
吗 ? 为 什么 ? 

(3) 该 研究 是 双 言 的 吗 ? 

(4) 在 实验 的 第 一 年 里 ,在 接受 检查 妇女 中 发 现 了 67 例 乳 腺 
癌 , 拒 绝 检查 妇女 中 发 现 了 12 例 ,而 在 对 照 组 中 发 现 了 58 例 , 能 否 
说 检查 引起 乳腺 癌 ? 
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第 四 节 ”池塘 里 有 多 少 色 
一 一 从 超 几 何 模型 谈 起 


我 们 首先 从 概率 论 中 一 些 容易 理解 而 且 有 实际 意义 的 问题 出 
发 ,引出 一 种 简单 的 概率 模型 一 超 几何 分 布 。 通 过 分 析 解决 问题 
的 过 程 ,去 理解 概率 统计 中 的 一 些 基本 概念 和 方法 以 及 应 用 的 想法 ; 
其 次 通过 简化 计算 的 需要 ,引出 二 项 分 布 ,进一步 说 明 概 率 论 在 数学 
及 其 应 用 的 发 展 中 的 一 些 作用 ;最 后 从 有 限 个 独立 的 两 点 分 布 (Ber- 
noulli 分 布 ) 过 渡 到 无 限 个 独立 的 两 点 分 布 , 引出 随机 游 动 、 渗 流 和 
吉 布 斯 随机 场 等 这 些 当 代 概 率 论 研究 的 热点 问题 。 希 望 通过 以 上 的 
介绍 ,使 读者 比较 容易 地 了 解 或 理解 概率 论 与 数理 统计 的 一 些 基 本 
概念 和 应 用 的 想法 ,同时 也 可 以 看 到 在 初等 数学 与 高 等 数学 甚至 是 
近代 的 研究 课题 之 间 存 在 着 程度 不 同 的 联系 。 对 于 中 学 教师 来 说 ， 
则 希望 能 为 他 们 提供 一 个 例子 ,并 通过 他 们 的 教学 ,使 中 学 生 不 但 能 
够 学 会 数学 的 基本 知识 和 技能 ,更 能 提高 思维 方面 的 修养 ,引起 他 们 
对 近代 数学 及 其 应 用 的 兴趣 和 有 遐想 。 


1. 超 儿 何 模型 及 其 应 用 


(1) 问题 及 最 初步 的 解答 

例 1 从 一 个 池塘 里 捞 出 1 000 尾 鱼 ,将 其 尾部 标 以 红 点 ,仍然 
放 入 水 中 。 经 过 一 段 时 间 , 再 从 池 中 捞 出 1 000 尾 鱼 , 其 中 有 红 点 的 
鱼 有 100 尾 。 试 估计 池 中 有 多 少 条 鱼 ? 

例 2 由 厂 方 提出 的 一 箱 产 品 计 1 000 件 ,从 中 取出 100 件 ,发 现 
其 中 有 2 件 不 合格 品 。 经 约定 :如 果 一 箱 的 废品 率 超过 1% ,那么 买方 
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就 不 接受 此 ( 整 ) 箱 产品 ;否则 买方 就 得 接受 。 问 此 箱 产品 应 否 接收 ? 

上 述 问题 是 有 普遍 意义 的 ,其 中 的 具体 数字 只 是 为 了 说 明 时 的 
方便 。 对 于 例 1 ,实际 上 可 以 广泛 地 用 在 估计 未 知 总 体 数 (如 野生 生 
物资 源 的 调查 ) 的 问题 上 。 例 2 是 产品 检验 的 一 个 典型 例子 , 它 不 但 
对 产品 的 检验 有 用 ,而 且 也 可 以 在 生产 过 程 中 用 于 控制 产品 质量 。 
所 以 是 有 重要 的 应 用 意义 的 。 

我 们 先 从 生活 常识 的 角度 对 例 1 进行 分 析 而 得 到 最 初步 的 答案 
如 下 : 

将 标 有 红 点 的 1 000 尾 鱼 再 放 入 水 中 以 后 , 鱼 的 总 数 未 变 。 经 
过 一 段 时 间 ,这些 鱼 在 池 中 应 该 分 布 * 均 匀 " 了 ,而 第 二 次 捞 出 的 鱼 中 


有 红 点 者 占 捞 出 鱼 总 数 的 05 二 10%。 所 以 从 比例 的 观点 看 , 池 中 
鱼 的 总 数 = 应 该 满足 


zxX10% = 1000 


所 以 z = 10 000, 因而 可 以 认为 池 中 的 鱼 大 约 在 万 尾 左 右 。 
例 2 的 解决 也 可 以 从 比例 的 观点 出 发 ,认为 此 箱 产品 的 废品 率 


高 二 2%, 它 大 于 1%, 因 而 按照 规定 买方 可 以 拒绝 接收 。 


事实 上 例 2 的 废品 率 很 可 能 不 超过 1% ,如果 买方 拒绝 接收 , 那 
么 一 般 来 说 ,厂家 就 会 对 整 箱 产品 逐个 检查 , 找 出 箱 中 所 有 的 废品 。 
这 样 自然 就 会 大 大 增加 检查 的 费用 ,更 何况 有 时 成 品 的 质量 检查 是 
破坏 性 的 ,如 灯泡 的 寿命 指标 的 检验 便 是 这 样 。 因 此 提出 了 以 下 间 
题 :能 否 有 某 种 办 法 可 以 更 合理 地 处 理 这 类 问题 ? 对 于 例 1, 也 有 一 
些 更 深入 的 问题 值得 研究 。 

(2) 上 述 两 个 例题 的 一 般 模型 

1) 在 上 述 两 个 例题 中 ,所 考察 的 个 体 ( 鱼 , 产 品 ) 的 全 体 (总 体 ) 
个 数 都 是 一 个 有 限 数 N。 我 们 将 所 考察 的 个 体 通称 为 “ 球 " ,并且 认 
为 都 在 一 个 “ 袋 "之 中 。 例 1 和 例 2 中 的 N 分别 为 未 知 和 1 000。 

2) 在 两 个 问题 中 ,总 体 的 元 (个 体 ) 都 分 成 两 类 (有 红 点 或 无 红 
点 ;废品 或 合格 品 ) ,将 前 者 通称 为 红 球 ”, 后 者 通称 为 “ 黑 球 "。 记 红 
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球 的 个 数 为 M , 则 例 1 和 例 2 中 的 M 分 别 为 未 知 和 1 000。 

3) 在 两 个 问题 中 ,都 从 总 体 中 抽出 若干 个 球 ( 一 个 样本 ) ,样本 
的 容量 (所 含 元 的 个 数 )n 在 例 1 和 例 2 中 分 别 为 1 000 和 100。 

4) 在 两 个 问题 中 ,样本 中 含有 红 球 的 个 数 痉 在 例 1 和 例 2 中 分 
别 为 100 和 2。 

5) 假设 从 总 体 中 抽取 任意 一 球 的 可 能 性 都 相等 。 

归纳 上 述 分 析 ,我 们 得 到 以 下 的 超 几 何 模型 : 

设 有 一 袋 , 袋 中 有 N 个 球 ,其 中 有 M 个 红 球 , N 一 M 个 黑 球 , 假 
设 从 袋 中 抽取 任意 一 球 的 可 能 性 相等 。 现 从 袋 中 任 取 个 球 , 用 XX 
表示 取出 的 个 球 中 的 红 球 数 , 问 随机 事件 1X = m| 的 概率 是 多 
少 ? 其 中 m= 1, 2 … mo 

上 述 模型 的 基本 事件 数 为 


() N(N— ee 


其 中 为 非 负 整数 ,N 可 以 是 任何 实数 ; 当 n< N 且 N 为 正 整数 时 ， 
(= Gi: 当 > N 且 N 为 下 整数 时 ，(”) 一 0。 所 以 它 是 组 合 数 


记号 的 一 个 自然 推广 ,而 且 比 组 合 数 记 号 更 好 用 。 事 件 {X =m| 与 
事件 “n 个 球 中 恰 有 m 个 红 球 "和 事件 “有 m 个 红 球 , 7 一 m 个 黑 球 ” 
是 相同 的 。 而 m 个 红 球 只 能 从 M 个 红 球 中 取 , n 一 m 个 黑 球 只 能 从 
NN 一 M 个 黑 球 中 取 , 由 于 m 个 红 球 的 任意 一 种 取 法 都 可 以 和 n 一 m 
个 黑 球 的 任 一 种 取 法 相配 成 为 个 球 中 恰 有 m 个 红 球 的 一 种 取 法 ， 


所 以 1X 一 mm| 包含 的 基本 事件 数 为 (jx (一 % )。 故 由 古典 要 
率 的 定义 有 
(Cl) 
P(X= m)= m= 0,1 ,nn O 
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(3) 随机 变量 X 的 分 布 

首先 X 是 一 个 变量 ,可 能 取 值 是 0,1，…, xn 中 的 一 个 。 如 果 
Q 表示 超 几 何 分 布 模型 的 基本 事件 空间 ,那么 对 它 的 任何 基本 事 
件 wE 9@Q 来 说 ,其 中 的 红 球 个 数 是 完全 确定 的 ,这 个 确定 的 数 就 是 和 
的 值 。 因 此 根据 函数 的 定义 ,X 是 基本 事件 空间 Q 上 的 函数 。 这 种 
定义 在 基本 事件 空间 Q 上 的 函数 称 为 随机 变量 ( 注 : 如 果 基 本 事件 
空间 无 限 ,还 应 验证 该 函数 的 可 测 性 ,在 此 不 再 讨论 )。 但 是 从 问题 
的 实际 意义 来 考察 , 它 又 与 以 往 我 们 遇 到 的 承 数 不 同 。 那 就 是 当 随 
机 试验 ( 即 抽 球 ) 尚 未 实施 时 ,X 究竟 到 哪 一 个 值 是 随机 的 ( 即 带 有 
偶然 性 )。 那 么 这 种 取 值 带 有 偶然 性 的 函数 一 一 随机 变量 用 什么 数 
学 工具 来 刻 划 和 研究 呢 ? 我 们 就 用 它 取 值 的 概率 (可 能 性 ) 来 研究 。 
即 用 概率 P(X = m) 作为 研究 随机 事件 1X = m! 的 数学 工具 。 称 
@ 为 随机 变量 X 的 概率 分 布 , 它 全 面 反 映 了 X 取 值 的 概率 规律 。 我 
们 将 这 个 特殊 的 概率 分 布 @D 称 为 超 几何 分 布 。 

从 学 科 上 讲 ,研究 随机 现象 的 数学 称 为 概率 论 。 随 机 事件 和 事 
件 的 概率 是 概率 论 的 基本 概念 ,而 随机 变量 及 其 概率 分 布 则 是 建立 
在 它们 基础 上 的 最 重要 的 基本 概念 之 一 。 在 概率 论 中 ,还 引进 随机 
变量 或 分 布 的 各 种 数字 特征 来 刻 划 它们 某 些 特 性 ;研究 随机 变量 的 
函数 的 性 质 ;随机 变量 序列 的 极限 性 质 等 都 是 研究 静态 随机 现象 的 
基本 内 容 。 为 了 研究 动态 随机 现象 ,还 引进 了 随机 过 程 , 即 以 时 间 为 
自 变 量 而 值 为 随机 变量 的 随机 函数 ,进而 在 随机 过 程 的 基础 上 研究 
各 种 理论 问题 ,提出 了 各 种 研究 方法 。 同 时 还 将 概率 论 和 随机 过 程 
的 理论 与 方法 应 用 于 科学 技术 、 经 济 和 管理 等 各 个 方面 。 形 成 了 分 
支 众多 莲 近 发 展 的 现代 概率 论 。 

(4) 总 数 N 的 最 大 似 然 估 计 

我 们 先 对 例 1 进行 讨论 。 

在 例 1 中 ,M、n、m 是 已 知 的 ,N 是 未 知 的 。 所 以 @ 式 中 的 
P(X 二 m) 是 N 的 函数 。 一 个 直观 的 想法 是 :N 应 该 使 概率 P(X 二 
m) 达到 最 大 。 为 便于 讨论 ,将 它 记 作 gq(N; M, n,m), 考 虑 当 N 上 
升 时 , 它 的 升降 情况 。 通 过 计算 比值 得 到 
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2ON 一 1i M, nz) 11  mN—nM 
gq(N; M, n, m) (N—n)(N—M)° 


因而 


<gq(N; M, n, m) Nm 一 Mn 
q(N—1; M, n,m)s=a(N; Mn,m) Nm=M 
> gq(N; M, n, m) Nm > Mn 


二 Mn 为 整数 Mr Mn | 
因此 , 当 N 一 “2 为 整数 时 ,9 在 N 一 各， 多 一 1 处 达到 最 大 


当 N = 各 不 是 整数 时 ,9 在 N = | 2 ] 处 达到 最 大 。 根 据 以 上 想 
法 ,我 们 得 到 例 1 的 结论 :池塘 里 应 该 有 鱼 


N 1L000X1000 _ 


00 10 000 尾 


虽然 这 个 结论 与 以 前 按 比 例 观点 求 出 的 相同 ,但 是 它 是 基于 一 
种 更 令 人 信服 的 分 析 。 更 重要 的 是 :这 种 想法 是 一 种 具有 广泛 应 用 
的 方法 和 想法 一 一 最 大 似 然 思想 的 一 个 应 用 。 

(5) 废品 率 的 假设 检验 

首先 将 超 几何 模型 中 的 球 看 成 产品 , 红 球 和 黑 球 分 别 看 成 合格 
唱和 废品 。 产 品 检验 的 问题 是 这 样 提出 的 :产品 总 免不了 有 废品 ,在 
买卖 中 ,买方 当然 希望 买 进 的 货物 中 废品 尽量 地 少 ,而 卖方 则 希望 合 
格 品 都 被 买方 接受 。 最 自然 的 办 法 是 由 买卖 双方 对 产品 逐个 检验 。 
这 种 办 法 只 能 适用 于 非 破坏 性 的 检验 ( 即 产品 被 检验 后 不 影响 质 
量 ) ,而 且 批量 小 检验 费用 低 的 情况 。 在 现代 化 生产 和 市 场 交易 中 ， 
这 种 情况 是 很 少 的 。 货 物 经 常 是 成 批 交付 的 。 因 此 人 们 希望 制定 一 
种 比较 简便 的 验收 方案 ,使 买卖 双方 在 每 批 货物 的 交接 中 , 尽 可 能 都 
得 到 满足 。 即 对 于 卖方 交付 的 每 批 产 品 ,通过 检验 其 中 部 分 产品 ,使 
买方 接收 的 废品 比例 和 卖方 被 退回 的 合格 品 的 比例 都 在 可 以 接受 的 
限度 之 内 。 这 类 通过 检验 部 分 产品 的 验收 方案 统称 为 抽样 检验 
方案 。 
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为 了 理解 建立 这 种 方案 的 想法 ,我 们 还 是 从 例 2 开始 。 假 设 例 
2 中 所 检验 的 那 箱 产品 的 废品 率 是 1%% ,那么 由 四 式 知 , 此 时 


N=1000,n= 100, M=100X1%=10 
3 
P(X<3)= DP(X=m) 
pe 
10 990 
- (».)x (| 


和 Cy 


100 


= 0.987 67 四 


这 就 是 说 , P(X >> 3) = 1 一 0.987 67 = 0.012 33, 即 抽 到 3 个 
以 上 的 废品 的 概率 (可 能 性 ) 是 很 小 的 (1. 23%); 而 且 还 可 以 证 明 , 当 
废品 率 小 于 1% 时 , 抽 到 3 个 以 上 的 废品 的 可 能 性 更 小 。 根 据 实 践 
经 验 知道 概率 很 小 的 事件 是 难于 发 生 的 ,所 以 从 卖方 希望 尽量 将 合 
格 箱 交 出 去 的 观点 看 :从 一 箱 产品 中 抽取 100 个 产品 , 抽 到 的 废品 数 
大 于 3 时 ,就 没有 理由 交 给 买方 ,卖方 应 该 自己 留 下 ; 抽 到 的 废品 数 
小 于 或 等 于 3 时 ,就 可 以 认为 此 箱 产品 合格 ,买方 应 该 接收 (因此 例 
2 的 那 一 箱 产品 应 该 认为 是 合格 品 )。 于 是 按照 卖方 的 观点 应 该 约 
定 : 从 一 箱 产 品 中 抽取 100 个 产品 , 抽 到 废品 数 大 于 3 时 ,卖方 应 该 
自己 留 下 ; 抽 到 的 废品 数 小 于 或 等 于 3 时 ,就 应 该 认为 该 箱 产品 合 
格 ,买方 应 该 接收 。 由 于 “概率 很 小 的 事件 在 实践 中 难于 发 生 ”, 所 以 
在 统计 学 研究 问题 时 就 认为 它 不 发 生 而 福 下 进行 推断 。 这 种 推断 的 
办 法 在 统计 学 中 称 为 实际 推断 。 有 的 书 直接 提出 以 下 的 实际 推断 
原理 

一 个 事件 如 果 发 生 的 概率 很 小 (例如 1% 或 5%) ,那么 在 一 次 试 
验 中 ,就 认为 它 不 会 发 生 ;反之 ,一 个 事件 如 果 发 生 的 概率 很 大 (例如 
99% 或 95%) ,那么 在 一 次 试验 中 ,认为 它 必定 发 生 。 

(6) 抽样 推断 的 两 类 错误 

事实 上 ,事件 发 生 的 可 能 性 小 、 难 于 发 生 ,并 不 等 于 不 发 生 。 所 
以 存在 这 样 的 情况 : 抽 到 的 废品 数 虽然 大 于 3, 但 该 箱 的 废品 率 不 超 
过 1%。 此 时 ,虽然 此 箱 产品 合格 ,但 是 按照 约定 ,还 得 作为 不 合格 
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处 理 而 招致 损失 。 于 是 卖方 损失 的 可 能 性 达到 1.233% ( 即 P(X > 
3))。 这 个 1.233%% 是 一 箱 产品 的 废品 率 小 于 规定 的 1%% 而 被 错误 地 
判断 为 不 合格 的 概率 ,在 统计 学 中 称 为 犯 第 一 类 错误 的 概率 ,或 者 称 
为 弃 真 概率 。 

以 上 只 是 从 卖方 的 角度 来 考虑 问题 ,我们 现在 从 买方 的 角度 加 
以 分 析 :卖方 交 出 产品 只 是 根据 假设 所 检验 的 箱 合 格 做 出 的 断言 ,该 
箱 产品 完全 可 能 不 合格 。 买 方 当然 十 分 关心 接收 不 合格 的 箱 的 概率 
有 多 大 ? 这 个 概率 通常 称 为 犯 第 二 类 错误 的 概率 或 纳 伪 概 率 , 买方 
总 是 希望 纳 伪 概 率 尽 可 能 小 。 按 照 超 几何 分 布 ,此 例 的 纳 伪 概 率 应 
该 是 :在 废品 率 超过 1% , 即 M 之 1000 X1% = 10 的 条 件 下 ,概率 


5 人 jx (人 
P(X<3)= Pu(X<3)= 7 Ti 
3 (Cio0) 


经 计算 得 知 : 


M 11 13 20 30 40 50 
Pu(X<3) 0.9821 0.81775 0.58854 0.22976 0.03816 0.01078 
-一 人 -一 


由 上 述 计算 结果 可 以 看 出 :在 样本 容量 100, 废 品 率 超过 规定 
1% 而 小 于 或 等 于 3% 时 , 纳 伪 概 率 都 很 大 。 这 种 情况 使 得 卖方 认为 
买方 应 该 接受 的 产品 ,而 买方 却 不 能 接受 。 但 是 从 买方 的 观点 看 ,他 
也 可 以 规定 一 个 能 接受 的 “最 坏 ”( 即 使 得 产品 的 质量 达到 他 可 以 接 
受 的 最 低 程 度 ) 的 废品 率 , 而 使 纳 伪 概 率 较 小 。 人 们 称 这 个 “最 坏 " 的 
废品 率 为 极限 质量 ,通常 记 作 如 。 而 将 原来 双方 约定 的 废品 率 称 为 
合格 质量 , 记 作 名 。 从 上 面 的 计算 结果 可 知 :如 果 极 限 质 量规 定 为 
4% ,那么 纳 伪 概率 不 超过 3. 8% 。 如 果 极 限 质 量规 定 为 5% ,那么 纳 
伪 概 率 不 超过 1%。 

(7) 抽样 检验 方案 

以 上 的 讨论 可 以 总 结 如 下 :设想 交 的 每 批 产品 数 (也 称 产 品 的 批 
量 ) 为 N, 产 品 的 抽样 检验 方案 就 是 :规定 每 批 产 品 抽验 的 产品 数 n 
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和 其 中 人 允许 废品 数 的 上 限 ( 也 称 合格 品 判 定数 )c。 如 果 抽 出 的 n 件 
产品 中 的 废品 数 X 小 于 或 等 于 < ,这 批 产品 就 由 买方 整个 接收 ;如 果 
和 大于“ ,买方 就 拒 收 这 批 产品 。 

为 以 后 叙述 简单 起 见 , 将 这 个 方案 记 作 (n, c)。 称 为 计数 标准 
型 一 次 (n, c) 抽 样 检 验方 案 ,简称 (n,c) 抽 样 检验 方案 。 方 案 (n, c) 
的 确定 方法 如 下 : 

从 卖方 的 观点 看 ,理想 "的 方案 是 :确定 一 个 数 p。E (0, 1) ( 称 
为 合格 质量 ) ,如 果 一 批 产 品 中 的 废品 数 M< Np。 时 ,就 认为 这 批 产 
品 合 格 。 对 卖方 来 说 ,方案 的 要 求 是 :给 出 较 小 的 正 数 a( 即 弃 真 概 
率 ,通常 取 0.01 或 0.05), 使 得 n、c 满足 


P(X 扩 c) 三 1 一 co, M< Npo ©® 

从 买方 的 观点 看 ,确定 一 个 数 pi (二 加) ( 称 为 极限 质量 ), 如 果 

一 批 产品 中 的 废品 数 M> Np 时 ,就 认为 这 批 产 品 不 合格 而 加 以 拒 

绝 。 和 上 面 的 道理 类 似 , 对 买方 来 说 ,方案 另 一 要 求 是 :对 给 出 较 小 
的 正 数 R( 即 纳 伪 概 率 ,通常 取 0, 01 或 0, 05), 使 得 n、c 满足 

P(X<¢)<p, M> Np @ 

又 可 以 证 明 : P(X 入 c) 随 废品 数 M 的 上 升 而 下 降 。 再 由 实际 

情况 ,不 妨 设 Np。，Np1 都 是 整数 。 所 以 满足 四 ，@ 的 n、c 就 是 

满足 


2 M= Npe 
<p M= Nt 


p(x<ol © 


如 果 @ 中 的 概率 使 用 超 几 何 分 布 算 出 ,那么 由 超 几 何 分 布 的 公 
式 知 n、c 是 下 列 不 等 式 组 的 最 小 整数 解 : 

Npo NG 一 如) 
x 
SR 


le 
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<p © 


这 一 组 不 等 式 并 不 能 直接 解 出 ,通常 只 能 通过 试 算 求解 。 现 在 
的 办 法 是 : 当 N 较 小 时 ,将 超 几 何 分 布 的 数值 都 计算 出 来 ,并 制 成 
表 , 需 要 时 通过 查 表 来 求 出 nw、c。 当 N 较 大 时 ,将 超 几 何 分布 用 接 
近 于 它 的 并 且 较 易于 计算 的 分 布 来 代替 ,然后 来 解 不 等 式 组 (4)。 这 
一 点 成 为 许多 基本 分 布 产生 的 背景 。 顺 便 说 一 句 , 讨 论 分 布 之 间 的 
接近 程度 和 分 布 的 极限 也 是 概率 论 的 主题 之 一 。 

(8) 问题 中 的 统计 思想 

从 提出 超 几何 分 布 的 两 个 应 用 一 直到 制订 (”，c) 抽 样 验收 方案 
行文 虽然 是 显得 长 了 一 些 ,但 是 这 里 包含 了 很 多 重要 的 统计 思想 和 
观念 。 我 们 在 这 里 作 一 些 归纳 ,对 于 没有 学 习 过 统计 的 读者 可 以 对 
它 的 一 些 重要 方面 有 初步 的 了 解 ,对 于 那些 学 习 过 统计 的 读者 ,也 许 
可 以 通过 这 个 简单 的 例子 加 深 理 解 和 了 解 。 

超 几何 分 布 的 第 一 个 应 用 是 : 球 的 总 数 未 知 , 红 球 数 已 知 ,要 通 
过 抽取 (观察 ) 部 分 球 (样本 ) 的 情况 来 估计 总 数 。 第 二 个 应 用 是 : 球 
的 总 数 知道 ,抽取 (观察 ) 一 部 分 球 ,希望 通过 清点 这 一 部 分 球 中 的 红 
球 数 ,来 探讨 全 体 球 中 有 多 少 红 球 。 归 纳 起 来 ,就 是 希望 运用 数学 方 
法 ,通过 样本 的 数据 来 判断 总 体 的 某 些 性 质 。 其 实 , 这 就 是 统计 学 研 
究 的 对 象 。 

由 于 统计 学 的 基本 问题 和 主要 内 容 是 由 对 象 的 部 分 现象 来 推断 
全 体 的 现象 ,因此 可 以 说 它 的 推断 是 归纳 性 的 , 它 对 所 研究 的 对 象 的 
结论 不 是 决定 性 的 , 带 有 二 定 的 随机 (偶然 ) 性 ,而 且 还 有 犯错 误 的 可 
能 。 但 是 ,这 类 问题 的 结论 是 用 概率 的 概念 表达 的 ,这 些 结论 是 数学 
的 ,是 决定 性 的 ,确立 这 些 结论 的 方法 是 数学 (不 一 定 从 一 开始 就 是 
数学 ) 的 。 所 以 一 般 认 为 统计 学 的 基本 思想 与 数学 有 很 大 的 不 同 ,但 
是 它 的 方法 论 的 基础 是 数学 。 因 此 有 人 认为 统计 学 是 数学 的 一 个 分 
支 ,也 有 人 认为 它 应 该 从 数学 中 独立 出 来 。 但 是 无 论 如 何 ,在 它 的 发 
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展 过 程 中 , 既 要 把 握 统计 思想 ,注意 它 的 广泛 应 用 ,又 要 特别 注意 数 
学 模型 的 建立 和 方法 的 运用 。 

前 面 的 讨论 实际 上 涉及 统计 学 的 两 个 部 分 : 例 1 实际 上 是 研究 
统计 学 的 参数 估计 ,而 所 用 的 方法 就 是 最 大 似 然 方法 ; 例 2 实际 上 是 
应 用 统计 学 中 假设 检验 的 思想 。 参 数 估计 和 假设 检验 是 数理 统计 的 
基本 理论 部 分 ,是 统计 学 的 基础 。 而 最 大 似 然 法 的 思想 则 是 近 现代 
统计 推断 理论 中 最 重要 而 且 影响 最 大 的 方法 之 一 。 产 品 验收 只 是 质 
量 控制 中 的 一 个 问题 ,质量 控制 或 全 面 质量 控制 是 现代 化 生产 贸易 
和 管理 的 一 个 十 分 重要 而 有 用 的 分 支 。 

从 统计 学 的 角度 来 看 , 例 1 和 例 2 的 讨论 也 涉及 了 统计 学 的 抽 
样 和 抽样 分 布 问题 。“ 抽 球 "就 是 统计 中 最 简单 的 抽样 方法 之 一 , 即 
不 放 回 抽样 。 就 是 说 ,抽取 个 球 可 以 设想 是 每 次 抽 一 个 ,但 抽出 后 
不 放 回 ,而 连 抽 n 次 得 到 的 样本 。 很 容易 看 出 这 种 抽样 是 不 独立 的 
(为 什么 ?)。 这 个 例子 告诉 我 们 ,最 简单 的 抽样 不 一 定 是 简单 随机 抽 
样 。 数 理 统 计 书籍 从 研究 简单 随机 抽样 开始 ,是 因为 数学 上 便于 更 
深入 地 研究 。 在 这 样 抽取 样本 下 ,所 求 出 超 几 何 分 布 就 是 统计 学 中 
求 红 球 数 (统计 量 ) 的 抽样 分 布 。 统 计量 的 抽样 分 布 是 统计 学 中 的 一 
个 基本 问题 ,因为 求 得 某 一 统计 量 的 精确 抽样 分 布 或 者 较 好 的 近似 ， 
就 可 以 进行 计算 并 且 实 际 进行 该 统计 量 的 统计 淮 断 。 


2. 从 超 几 何 分 布 到 二 项 分 布 


前 面 我 们 由 实际 问题 引出 了 超 几何 分 布 , 并 且 讨论 了 它 在 估计 
总 体 大 小 以 及 产品 验收 方面 的 应 用 ,但 是 这 个 分 布 不 便于 计算 。 我 
们 在 这 一 节 中 将 从 逼近 超 几 何 分 布 的 角度 来 导出 (或 介绍 ) 概 率 统计 
中 的 三 个 基本 分 布 ;二 项 分 布 , 泊 松 分 布 和 正太 分布 

直观 地 看 ,在 超 几何 分 布 中 ( 见 中 式 ) ,如果 N 充分 大 , 且 时 固定 


( 即 从 产品 检验 的 例子 看 ,废品 率 一 定 ), 因 而 M 也 充分 大 。 那 么 不 
论 抽取 一 球 是 红 还 是 黑 , 不 放 回 与 放 回 差别 不 大 。 于 是 当 ”相对 六 
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不 大 时 ,我们 可 以 用 “ 放 回 "模型 的 分 布 来 接近 ” 超 几 何 分 布 。 下 面 
便 是 这 一 段 直观 议论 的 严格 表述 : 

命题 1 设 一 袋 装 有 N 个 球 ,其 中 M 个 红 球 , N 一 M 个 黑 球 。 
从 中 依次 抽取 n 个 球 ,而 且 每 次 取出 后 放 回 。 则 抽 到 的 红 球 数 X 一 
m 的 概率 


ny /My"/,_ Mr 
ES (人 人 N) 2 
我 们 用 古典 概率 来 解决 这 个 问题 (不 明显 地 运用 独立 的 概念 )。 
由 排列 组 合 的 乘法 原理 知 依次 抽取 n 球 的 方法 总 数 为 N", 而 且 所 有 
这 种 抽取 方法 都 是 等 可 能 的 。 再 由 排列 组 合 的 乘法 原理 知 :在 n 次 
抽取 中 ,给 定 的 m 次 取 到 红 球 (因而 其 余 的 n 一 m 次 取 到 黑 球 ) 的 方 
法 数 为 
M"(N—M)"™™ 
又 共有 (”) 种 方法 确定 给 定 的 m 次 ,而且 每 两 种 给 定 的 m 次 的 
抽取 方法 是 不 同 的 。 所 以 由 加 法 原理 知 : 依 次 抽取 nn 球 ,而 且 每 次 取 
出 后 放 回 的 抽取 方法 数 共 有 


(jvm 
m 
所 以 由 古典 概率 的 定义 即 得 式 。 
命题 2 接 超 几何 分 布 的 记号 9(N; M, nm), 给 定 戎 一 > 
0, 则 
lim a(N; M, n,m) = ("QP)™ @ 
(证 明 从 略 )。 


命题 1 和 命题 2 的 意思 就 是 说 : 当 六 一 p > 0 固定 ,N 充分 大 
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时 , 超 几 何 分 布 与 放 回 模型 的 分 布 四 是 接近 的 。 

由 概率 论 的 初步 就 知道 ,D 、 图 两 式 的 右边 就 是 二 项 分 布 。 从 
命题 1 和 命题 2 只 能 导出 p 为 有 理 数 的 情形 。 对 于 任意 的 p € (0， 
1), 要 导出 二 项 分 布 ,就 需要 引入 事件 独立 的 概念 和 重 独立 试验 
模型 (或 4 重 伯 努 利 试验 模型 )。 

关于 独立 的 概念 ,我 们 给 出 一 些 注解 : 

1) 我 们 知道 两 个 事件 A、B 独立 是 用 等 式 


P(AN B)= P(A)P(B) @ 
定义 的 。 
但 是 n(n > 2) 个 事件 A，A:，…，4, 只 是 满足 
P(Ai NN A: MN NA,) = P(A)P(As).P(A,) 四 
就 不 能 算是 独立 了 。 因 为 由 (9) 可 以 导出 
P(A’ N B') = P(A’)P(B') 0 


其 中 A' 可 以 任意 取 A 或 A'(A 的 对 立 事件 )。 而 @ 的 四 种 情况 说 明 
事件 A 的 发 生 与 否 与 事件 B 的 发 生 与 否 无 关 。 但 是 由 人 @ 并 不 能 
导出 

P(A'N A NN A) = P(AI)P(A2)…P(A，) 四 


所 以 只 有 事件 A1，A:，…，A, 满足 @ 式 才能 认为 它们 独立 。 当 然 
@@ 式 还 有 其 他 的 等 价 形式 ,我 们 不 再 多 说 了 。 

2) 概率 论 中 的 独立 概念 实际 是 排列 组 合 的 乘法 原理 的 类 比 , 后 
者 什么 时 候 适用 经 常 可 以 根据 实际 情况 比较 确切 地 判断 。 但 是 前 者 
则 不 然 ,往往 只 能 有 一 个 大 致 的 判断 ,所 以 它 是 一 个 数学 概念 。 当 实 
际 应 用 需要 基于 独立 假设 的 结论 (例如 简单 随机 抽样 的 统计 量 的 概 
率 分 布 ) 时 ,就 只 能 根据 实际 情形 判断 所 进行 的 抽样 是 不 是 独立 的 ， 
一 般 不 能 证 明 抽 样 是 独立 的 。 

nn 次 独立 试验 模型 (也 称 n 重 伯 努 利 试验 模型 ) 是 :一 个 由 个 
子 试验 组 成 ,第 i 次 子 试 验 有 两 个 结果 :事件 A: (有 了 时 也 称 为 “成 
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功 ") 及 事件 4;( “失败 ")，P(A,) = p, i 二 1, 2,…, n( 因 而 P(4?) 
一 1 一 户 ), 并 且 4 ， A,, …, A, 独立 。 册 x 重 伯 努 利 试验 很 容易 导 
出 一 般 的 二 项 分 布 。 设 以 X 表示 在 ”次 独立 试验 模型 中 成 功 的 次 
数 , 则 X 的 分 布 是 


P(X=m)= ("0 pp)" ® 
m 
人 们 称 此 分 布 为 具有 参数 n,p 的 二 项 分 布 (通常 记 作 B(n， 
力 )) ,并 将 @ 的 右边 的 式 子 记 作 5(m; mn， 力 )。 
@ 式 的 证 明 主要 是 两 点 (读者 可 以 详细 写 出 来) : 
1) 由 子 试验 的 独立 性 知 :此 模型 在 给 定 m 次 试验 成 功 (因而 
n 一 m 次 失败 ) 的 概率 是 p"(1 一 pp)""。 


2) 指定 mn 次 试验 的 方法 数 为 { ”) ,再 由 互 斥 事件 之 和 的 概率 等 


n 
于 各 事件 概率 之 和 即 得 。 
既然 二 项 分 布 是 超 几何 分 布 的 近似 (及 推广 ), 所 以 首先 有 类 似 
于 超 几 何 分 布 的 两 个 应 用 。 用 最 大 似 然 思 想来 估计 概率 p 并 对 它 
进行 统计 假设 检验 ,以 及 可 以 制订 产品 验收 方案 。 由 于 类 似 性 ,读者 
可 以 仿照 第 一 节 的 办 法 自己 讨论 ,不 再 介绍 。 详 情 也 可 参看 通常 的 
概率 统计 教科 书 。 下 面 我 们 举 一 个 二 项 分 布 的 典型 应 用 问题 ,并 说 
明 与 此 相关 的 概率 应 用 的 有 用 想法 。 
例 3 某 车 间 有 10 台电 动机 功率 为 10 千瓦 的 机 床 , 符 台 机 床 


工作 是 独立 的 , 且 工作 的 概率 为 十 。 若 供 电 部 门 只 提供 50 千瓦 的 电 


力 给 该 车 间 , 试 求 该 车 间 不 能 正常 工作 的 概率 。 
解 ” 如 果 需 要 开动 5 台 以 上 机 床 , 则 该 车 间 就 不 能 正常 工作 。 
今 以 XY 表 示 该 车 间 需 要 开动 的 机 床 数 , 则 不 能 正常 工作 的 随机 事件 


是 1X 之 6}。 而 上 述 问题 的 模型 是 一 10, 一 寺 的 二 项 分 布 。 


所 以 
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P(X 二 6)=1 一 P(X 近 5) 
SO flON I 1 Vo 
= 
一 1 一 0.99363 = 0.006 37 
例 4 某 电 话 交换 台 有 1 000 个 用 户 , 在 任何 时 刻 各 用 户 是 否 需 
要 通话 是 独立 的 , 且 每 个 用 户 需 要 通话 的 概率 为 去 。 问 该 交换 台 最 


少 需要 多 少 条 线路 才能 保证 各 用 户 在 任何 时 刻 同 时 使 用 通畅 的 概率 
不 小 于 99%? 
将 每 一 用 户 需要 通话 与 否 看 成 一 个 子 试验 ,因此 用 户 需 要 使 用 


电话 可 以 看 成 是 p 二 十 的 1 000 重 独立 试验 模型 。 设 X 表示 给 定 
时 刻 需 要 通话 的 用 户 数 。 按 照 题 意 ,就 是 求 满足 下 列 不 等 式 的 m， 


1 000—k 


Px 证 (二) -到 >0 


因为 可 计算 得 
m 20 25 26 27 28 30 
P(X<m) 0.8297 0.9804 0.9886 0.9935 0.9965 0.9995 


所 以 最 少 需 要 27 条 线路 。 ; 

例 3 说 明 如 果 按 照 该 车 间 的 设备 ,要 保证 总 能 正常 工作 ,就 需要 
提供 100 千瓦 的 电力 。 由 于 工人 在 开动 机 床 的 前 后 ,有 许多 准备 或 
者 收尾 以 及 其 他 工作 要 做 ,一 台 机 床 实际 工作 时 间 不 能 百分之百 , 现 
在 经 过 调查 ,车 间 的 机 床 工作 大 致 只 占 整个 时 间 的 五 分 之 一 。 经 过 
上 面 的 计算 知道 :只 要 供应 额定 电量 的 一 半 , 就 有 99. 36% 的 可 能 性 
保证 正常 工作 。 既 节省 了 电力 ,又 降低 了 成 本 。 这 个 例子 实际 上 是 
应 用 概率 论 的 一 种 广泛 而 有 用 的 想法 具体 体现 。 

现在 对 多 重 伯 努 利 试验 模型 的 研究 不 限于 >( 有 限 整 数 ) 重 ,而 
且 还 可 以 研究 (可 数 ) 无 限 重 伯 努 利 试验 模型 。 首 先 要 说 明 的 是 这 种 
模型 的 描述 需要 无 穷 个 事件 独立 的 概念 。 无 穷 个 事件 独立 是 指 其 中 
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任何 有 限 个 事件 独立 。 多 重 伯 努 利 模 型 及 与 之 相关 的 论题 有 很 多 有 
趣 的 结果 ,还 存在 一 些 目前 没有 解决 的 问题 。 我 们 下 面 作 一 些 介绍 。 


3. 一 些 进 一 步 的 例子 和 问题 


(1) 等 待 时 间 的 分 布 
考虑 如 下 的 问题 : 设 一 学 生出 于 好 奇 , 想 知道 他 周围 的 人 中 有 没 
有 和 他 生日 相同 。 于 是 他 随机 地 依次 询问 他 周围 人 的 生日 ,请 问 他 
首次 找到 同 生日 的 人 是 第 加 十 1 个 被 询问 人 的 概率 是 多 少 ? 由 于 各 
年 的 天 数 不 一 ,所 以 生日 是 某 一 天 的 概率 在 各 年 是 不 一 样 的 。 作 为 
近似 ,我 们 假定 每 一 年 都 是 365 天 。 由 排列 及 古典 概率 的 算法 可 知 
(读者 自己 去 算 !) 所 求 概率 为 
(364)” = ( cd 六 1 
(365)™ 365/ 365 
这 个 例子 可 以 推广 如 下 : 
设 在 多 重 伯 努 利 试验 中 ,成 功 的 概率 是 p, 失败 的 概率 是 g 一 
1 一 p, 问 首次 成 功 在 第 mn 十 1 次 试验 的 概率 ( 即 试验 者 等 待 首次 试 
验 成 功 的 时 间 为 m 的 概率 ) 是 多 少 ? 不 难 算出 (读者 自 算 !) 所 求 概 
率 是 9"p。 这 个 分 布 通 常 称 为 几何 分 布 。 还 可 以 将 此 问题 推广 为 下 
列 形式 : 
求 首次 获得 7 个 成 功 在 第 十 严 次 试验 的 概率 f(m; +，p)( 即 
试验 者 等 待 首次 获得 第 7 个 试验 成 功 的 时 间 为 + 十 m 一 1 的 概率 ) 是 
多 少 ? 可 以 算出 (读者 自 算 !) 所 求 概率 为 


smn p(T ve (ee) 
这 个 分 布 通常 称 为 负 二 项 分 布 。 这 些 就 是 在 多 重 伯 努 利 试验 
中 ,两 种 等 待 时 间 的 分 布 。 由 于 在 这 些 问 题 中 ， 站 风 是 从 下 村 各 以 人 
的 ,通常 称 为 是 离散 的 等 待 时 间 分 布 。 
(2) 几何 分 布 、 二 项 分 布 和 负 二 项 分 布 的 关系 - 
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为 了 便于 进一步 讨论 时 令 述 的 方便 ,我 们 进一步 称 模型 中 的 子 
试验 为 伯 努 利 试验 或 两 点 分 布 。 用 算式 表示 ,就 是 第 i 个 子 试验 用 
一 个 取 两 个 值 a、6 (前 面 的 定义 中 是 a = A, b= A' 或 a = 成 功 ,6 
一 失败 ,通常 是 0, 1 或 一 1, 1) 的 随机 变量 Y; 来 表示 ,其 分 布 为 


Pl(Y=a)=p, P(Y=6)=4g,p€E[0,1],g=1-—p 


于 是 前 面 讨论 的 二 项 分 布 .几何 分 布 和 负 二 项 分 布 可 以 有 一 个 比较 
一 致 的 说 法 。 

即 设 Y, 所 取 的 两 个 值 分 别 是 a = 1, = 0, 且 它 们 之 间 相互 独 
立 , 其 中 每 一 个 的 分 布 都 是 P(Y; = 1) = p= 1 一 P(Y; 二 0), 而且 
随机 变量 7 十 … 十 Y, 的 分 布 就 是 二 项 分 布 B(n, p); 


flm; r, 力 ) 一 P(OY 十 … 十 Yo 一 r 一 1，Y+rm 一 1) 


几何 分 布 不 过 是 负 二 项 分 布 中 ~ 一 1 的 特例 。 

(3) 随机 游 动 

我 们 先 来 看 一 看 历史 上 著名 而 且 与 上 面 的 讨论 有 关系 的 赌 徒 问 
题 。 甲 乙 二 人 进行 赌博 。 规 定 甲 胜 一 局 , 乙 给 甲 一 元 ; 乙 胜 一 局 , 甲 给 
乙 一 元 。 设 甲 胜 一 局 的 概率 是 p(€ (0, 1)), 乙 胜 一 局 的 概率 是 9 一 1 
一 p, 且 每 局 的 胜 负 相互 独立 。 开 始 时 甲 . 乙 分 别 有 &，N 一 元 ,他 们 
一 直 赌 到 某 人 输 光 为 止 。 问 甲 赢得 全 部 赌 本 N 元 的 概率 。 赌 博 能 够 
永远 进行 下 去 的 概率 有 多 大 ?这 个 问题 在 很 多 书 中 都 有 讨论 ,我们 只 
列 出 结果 如 下 : 

设 P,Q 分 别 表示 甲 从 & 元 财 本 开始 直到 赢得 全 部 赌 本 NN 元 
和 输 光 赌 本 的 概率 ,从 上 面 征 引 的 文献 得 知 
1—(g/p . 1 
= 好 了 @ 
入 p= ,k=0,1.N 

而 Q, 则 表示 乙 从 N 一 上 元 赌 本 开始 直到 赢得 全 部 赌 本 N 元 的 
概率 ,因此 为 了 得 到 Q; 的 表达 式 ,只 需 将 上 式 中 的 p、g 互 换 并 将 
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= 


换 成 六 一 上 即 可 ,所 以 


1 一 ( / DA 莹 也 
Q-j 1 (197 2 
Nk - 8 
N 4 二 ,三 N 


由 贸 , 四 知 ,容易 算出 
Pi+Q=1, k=0, 1 N 


所 以 赌博 永 无 休止 地 进行 下 去 的 概率 为 零 。 赌 徒 问题 在 概率 论 
中 经 常 有 人 提 到 和 介绍 的 原因 可 能 是 由 于 它 是 一 种 随机 游 动 。 下 面 
我 们 对 随机 游 动 以 及 与 它 的 关系 作 些 介绍 。 用 Y; 表示 取 值 一 1, 十 1 
的 随机 变量 , 它 的 分 布 是 


P(eS1)=p P= DS le 四 
设 X 为 任 一 取 整 数值 的 随机 变量 ,并 令 
X=XotYi + 十 Y,, n=1, 2，… 


则 称 1X,: x 二 0, 1,…| 为 从 X。 开始 的 简单 随机 游 动 , 是 一 种 
特殊 的 随机 过 程 。 也 可 以 将 它 想象 成 一 个 质点 从 位 置 X。 开始 , 沿 着 
水 平 直线 逐步 移动 ,每 一 单位 时 间 按 分 布 律 @ 向 右 移 动 一 步 (Y,= 
1) 或 向 左 一 步 (Y, = 一 1), 即 向 右 移动 一 步 的 概率 是 ,向 左 移动 一 
步 的 概率 是 4，X, 就 表示 质点 在 直线 上 时 刻 z 的 位 置 ,这 可 能 就 是 随 
机 游 动 命名 的 由 来 。 如 果 Y; 表示 甲 在 第 ; 局 中 的 输赢 ,X。 二 k, 那么 
X, 就 是 第 ”局 结束 时 甲 的 赌 本 ,所 以 赌 徒 问题 是 一 种 随机 游 动 。 但 
是 它 与 上 述 一 般 的 随机 游 动 又 有 所 不 同 ,因为 按照 赌 徒 问题 的 约定 ， 
赌博 的 过 程 随 一 方 输 光 而 停止 , 即 当 X,= N 或 0 时 ,Xr 就 不 再 存 
在 。 此 处 的 0(N 也 一 样 ) 具有 一 种 特殊 的 性 质 (在 一 般 随机 过 程 中 也 
有 此 情况 ) :过 程 到 此 ,就 被 它 “吸收 "了 ,不 再 出 现 。 因 此 称 这 种 值 为 
过 程 的 吸收 璧 财 徒 问题 看 成 随机 过 程 是 具有 两 个 吸收 壁 0, N 的 随 
机 游 动 。 在 随机 游 动 (以 至 其 他 随机 过 程 ) 中 ,还 有 其 他 的 “ 壁 ”。 我 们 
就 不 再 进一步 介绍 了 。 
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简单 随机 游 动 是 一 个 离散 时 间 的 随机 过 程 ,人 们 对 它 不 是 作为 
孤立 的 随机 变量 来 研究 ,而 是 研究 它 的 整个 进程 .例如 ,我 们 不 只 是 
关心 P(X, E [a, 5]) 的 大 小 ,而 是 关心 类 似 于 下 面 的 一 系列 整体 
性 质 : 

1) 从 (0，N) 中 某 一 点 Xe 一 A 出 发 ,质点 在 到 达 六 之 前 到 达 0 的 
概率 有 多 大 ?由 财 徒 问题 知 , 它 就 是 赌 徒 输 光 的 概率 。 

2) 从 (0，N) 中 某 一 点 X。 二 & 出 发 ,是 否 在 有 限时 间 内 一 定 磁 
上 0 或 N ( 即 Pi 十 Q 是 否 等 于 1)? 这 个 问题 在 赌 徒 问题 中 已 经 
解决 。 

3) 从 (0, N) 中 某 一 点 X。 二 上 出 发 ,首次 达到 0 或 N 的 时 间 是 
一 个 随机 变量 ( 想 一 想 !)。 那 么 可 以 问 首次 达到 0 或 N 的 时 间 的 分 
布 是 什么 ? 或 者 平均 时 间 有 多 长 ? 

4) 在 一 般 简单 随机 游 动 中 ,质点 从 X。 二 上 宇 0 出 发 ,首次 到 达 
0 的 概率 有 多 大 ? 这 个 问题 等 同 于 : 求 有 & 元 赌 本 的 人 与 一 无 限 富 
有 的 人 赌博 输 光 的 概率 。 因 此 可 以 通过 令 赌 徒 问题 的 输 光 概率 中 的 
N 一 oo 得 到 答案 。 即 当 p 之 4 时 , 输 光 概率 是 1; 当 p >> 9 时 输 光 概 
率 是 (q 六 。 

上 述 的 简单 随机 游 动 是 一 种 在 直线 上 的 整数 点 上 运动 的 随机 质 
点 的 模型 ,而 且 还 限定 每 次 运动 只 能 向 左 或 向 右 移动 一 步 。 去 掉 一 
限制 后 就 是 一 般 的 一 维 随机 游 动 。 还 可 以 进一步 讨论 在 平面 或 空间 
(甚至 是 任意 有 限 维 空间 ) 的 整数 坐标 点 上 的 随机 游 动 。 有 兴趣 的 读 
者 可 以 看 参考 书目 。 这 方面 至 今 还 有 一 些 没有 解决 的 问题 ,国际 上 
仍然 有 新 的 学 术 论文 发 表 。 

近年 来 ,由 于 考虑 无 序 介质 (随机 介质 ) 背 景 的 情况 ,提出 研究 随 
机 环境 (或 随机 介质 ) 下 的 随机 游 动 问题 ,其 中 有 一 些 需要 研究 的 新 
问题 ,引起 了 国际 概率 论 界 的 注意 。 

(4) 渗流 

渗流 理论 是 以 伯 努 利 试验 做 元 件 的 一 种 现代 概率 论 理论 。 近 年 
来 , 它 不 但 有 了 迅速 的 发 展 ,而 且 有 很 多 没有 解决 的 公开 问题 。 现 在 
我 们 作 一 些 简单 介绍 。 
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渗流 模型 设 d 宇 2 是 一 正 整数 ,2” 表示 d 维 空间 中 整数 坐标 
点 组 成 的 集合 。 以 2 中 相 邻 两 点 ( 即 距离 为 单位 的 两 点 ) 为 端点 的 
线段 称 为 边 , BE 表示 所 有 的 边 的 集合 。 给 定 一 数 p E [0, 1], 对 每 
一 边 eE E*, 赋 以 一 个 伯 努 利 试验 X., 其 分 布 为 


P(X.=1)=p=1—P(X.=0), 


而 且 随 机 变量 X.,e € E* 独立 。 将 随机 变量 X., ee E* 的 分 布 所 决 
定 的 概率 记 作 P, (因为 显然 这 个 概率 只 与 p 有 关 )。 这 就 是 Z* 上 的 
边 渗流 模型 。 它 的 实际 意义 可 以 理解 为 : 当 X. = 1 时 , 边 。 为 开 ， 
“ 流 "可 以 通过 ; 当 X。 = 0 时 , 边 。 为 闭 ,“ 流 "不 能 通过 。 

作为 无 序 介质 的 模型 ,渗流 是 具有 最 少 统计 相关 性 的 成 分 组 成 
的 最 简单 模型 。 它 在 很 多 方面 引 人 注 意 : 它 容易 叙述 并 且 在 对 随机 
介质 的 数量 预测 方面 是 现实 的 ;对 于 那些 有 意义 的 更 复杂 的 系统 ( 例 
如 伊 辛 模型 ) , 它 是 发 展 数学 技巧 和 洞察 力 的 所 在 ;由 它 还 可 以 提出 
一 批 容易 陈述 但 不 容易 解决 的 美丽 猜想 。 有 的 专家 认为 渗流 理论 是 
无 序 介质 理论 的 基石 ,在 某 些 无 序 物理 系统 中 扮演 重要 角色 ,如 无 序 
电力 网 络 . 铁 磁 性 .果园 的 流行 病 . 森 林 中 的 火灾 和 薄片 集成 刻度 
(Wafer-scale integration ,与 集成 电路 的 制作 有 关 的 工艺 ) 等 。 
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第 五 节 金融 数学 例 谈 


金融 数学 是 现代 数学 与 计算 机 技术 在 金融 领域 中 应 用 所 产生 的 
一 门 新 兴学 科 , 它 用 数学 工具 研究 和 发 现金 融 活 动 的 内 在 规律 ,并 指 
导 金 融 实 践 。 

金融 数学 的 发 展 一 般 认 为 是 从 20 世纪 50 年 代 开 始 的 。1952 
年 ,美国 经 济 学 家 金融 学 家 、 诺 贝尔 经 济 学 奖 获得 者 H. Markowitz 
( 马 科 维 茨 ) 的 论文 (资产 组 合 选择 ?被 认为 是 金融 数学 的 开端 。 马 科 
维 茨 因 这 一 对 现代 金融 理论 葛 基 性 的 贡献 ,于 1990 年 获得 了 诺 贝尔 
经 济 学 奖 。 在 马 科 维 茨 之 后 ,1964 一 1965 年 , 另 一 位 1990 年 诺 贝尔 
经 济 学 奖 获 得 者 W. Sharpe( 夏 普 ) 在 投资 组 合理 论 的 基础 上 提出 了 
资本 资产 定价 模型 (Capital Asset Pricing Model 简称 CAPM)。 这 
个 模型 研究 在 单 投资 周期 下 ,未 来 收益 的 概率 分 布 ,以 及 金融 资产 或 
金融 合同 的 合理 价值 。 由 于 证 券 市 场 的 发 展 ,新 的 金融 产品 不 断 出 
现 , 如 股票 期 权 在 20 世纪 60 年 代 到 70 年 代 发 展 迅 速 ,如 何 为 这 些 
衍生 证 券 定价 成 为 当时 金融 界 关 心 的 热门 问题 ,经 济 学 家 F. Black 
(布莱克 ) 和 M. Scholes( 斯 科 尔 斯 ) 为 解决 期 权 定价 做 了 出 色 的 工 
作 , 建 立 了 著名 的 Black-Scholes 期 权 定价 公式 。 斯 科 尔 斯 因此 在 
1997 年 与 另 一 位 经 济 学 家 R. Merton 获得 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 。 至 
此 ,新 的 金融 理论 一 一 数学 金融 的 框架 已 经 基本 形成 。 


1. 现 值 


货币 除了 其 本 身 作 为 商品 等 价 物 的 价值 外 ,在 借贷 等 流通 过 程 


中 还 有 时 间 价 值 ,这 就 是 利率 。 
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(1) 连续 复 利 
我 们 知道 ,利率 的 计 付 方法 分 为 单 利 计 息 和 复 利 计 息 。 设 本 人 金 
为 C, 年 利率 为 ,期 限 为 年 , 则 单 利 计 息 的 本 利和 为 


S=C(l+nr) 
复 利 计 息 的 本 利和 为 
S=C(1+r)" 
如 将 一 年 分 成 若干 个 期 计 息 ,将 会 产生 怎样 的 情况 呢 ? 设计 息 
的 名 义 年 利率 仍 为 ,一 年 分 为 t 期 , 则 每 期 利率 为 二 , 则 n 年 共有 nt 
期 , 故 年 末 本 利和 为 


S= c(1+ 工 ) ， 


显然 ， cl1+F) >ca+tr) 
这 就 是 说 , 按 相 同 的 名 义 年 利率 每 年 计算 上 次 复 利 比 一 年 只 计 
算 一 次 复 利 的 利息 要 多 ,并 且 可 以 证 明 上 越 大 ,利息 越 大 ,但 它 不 会 
无 限 增 大 ,实际 上 
weltH) -or 
所 以 ,本 金 C 按 名 义 利率 r 无 限 次 计算 复 利 ,n 年 后 本 利和 为 
S = Com O 
公式 @ 称 为 连续 复 利 公 式 。 
必须 指出 ,连续 复 利 公式 只 是 一 个 理论 公式 ， 在 志 际 工作 申 很 少 
采用 ,但 在 作 理 论 分 析 时 则 被 经 常 采用 ， 其 原因 是 可 以 方便 地 使 用 分 
析 工 具 。 当 不 是 很 大 ,而 r 又 比较 小 时 可 作为 复 利 的 一 一 种 近似 
估计 。 
(2) 现 值 


如 果 有 人 问 ,今天 的 一 _ 万 元 与 明年 这 个 时 候 的 _- 一 万 元 是 否 相等 ， 
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恐怕 没有 人 会 回答 是 。 那 么 明年 的 这 个 一 万 元 应 该 值 多 少 呢 ? 也 就 
是 它 的 现时 的 价值 是 多 少 ,这 就 是 货币 的 现 值 。 

” 设 银行 利率 为 3%, 将 100 元 存 入 银行 ,一 年 后 可 得 本 利和 为 
100(1 十 3%) = 103 元 。 换 一 个 角度 看 这 个 问题 ,一 年 后 的 103 元 ， 
当 利率 为 3% 时 , 它 的 现 值 是 


103 
1 十 3% 


这 时 我 们 也 称 3% 为 贴现 率 。 
一 般 地 ,如 果 n 年 后 有 资金 $, 贴 现 率 为 7, 则 它 的 现 值 PV(S) 为 


PV(S) = S(1+7)™ @ 


一 100( 元 ) 


其 中 (1 十 下” 称 为 现 值 系数 。 
如 果 按 连续 复 利 计 算 , 则 ”年 后 资金 S 的 现 值 为 


PV(S)= Se™ ® 


下 面 是 一 个 用 现 值 评估 投资 项 目的 例子 。 

例 1 某 公 司 有 一 投资 项 目 ,其 成 本 是 500 万 元 ,于 年 初 一 次 投 
入 ,预计 今后 4 年 内 每 年 年 底 将 为 公司 带 来 的 净 收 入 分 别 为 170 万 
元 ,180 万 元 ,190 万 元 ,200 万 元 。 如 果 公 司 要 求 这 项 投资 有 15% 的 
投资 回报 率 , 问 这 项 投资 净 收 入 的 现 值 是 多 少 ? .投资 的 净 现 值 是 
多 少 ? 4 

投资 的 净 现 值 是 指 净 收 入 的 现 值 减 去 投资 支出 的 现 值 。 

解 ”第 一 年 的 净 收 入 的 现 值 为 


170 加 

了 一 147. 83( 万 元 ) 
第 二 年 的 净 收 入 的 现 值 为 

180 “一 136. 11( 万 元 ) 


(1+15%)’ 
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第 三 年 的 净 收 入 的 现 值 为 
190 


FR 一 124 93( 万 元 ) 
第 四 年 的 净 收 入 的 现 值 为 
200 > 
T57114. 35( 万 元 ) 


四 年 净 收 入 的 现 值 总 和 为 523. 22 万 元 ; 

这 项 投资 的 净 现 值 为 523. 22 一 500 = 23. 22 万 元 。 

这 项 投资 用 15% 进 行 贴现 的 净 现 值 是 正 数 , 说 明 投资 收益 率 超 
过 15% ,值得 采纳 。 

(3) 股票 的 内 在 价值 与 债券 的 到 期 收益 率 

对 股票 的 评价 有 各 种 方法 ,这 里 用 股票 每 年 股利 收入 的 现 值 之 
和 来 评价 其 内 在 价值 ,所 谓 内 在 价值 是 指 股票 本 身 应 该 具有 的 价值 ， 
而 不 是 它 的 市 场 价格 。 

这 种 评价 方法 的 根据 是 ,如 果 你 永远 持 有 这 个 股票 (比如 你 是 这 
个 公司 的 老板 , 自然 要 始终 持 有 公司 的 股票 ) ,那么 你 逐年 从 公司 获 
得 的 股利 就 是 这 个 股票 的 价值 。 

例 2 设 4 公司 今年 每 股 股票 发 放 股利 De = 1. 52 元 , 并 且 以 
后 每 年 以 g = 4% 的 速度 增长 ,一 直到 永远 ,公司 股票 的 期 望 收益 率 
为 &= 15%, 求 A 公司 股票 的 内 在 价值 。 

解 用 股票 期望 收益 率 对 公司 以 后 年 份 的 股利 进行 贴现 ， 然 
后 相 加 ,就 可 得 到 它 的 内 在 价值 V。 

设 第 ”年 的 股利 为 D,, 则 


Di = Ds(1+g), D; = D,(1+g)’, *, D, = Do(1+g)", 
于 是 

V=D, "is @ 
将 有 关 数 据 代 入 ,得 
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V= 1 52x 下 直 作 8 一 14. 37( 元 ) 
这 个 股票 的 内 在 价值 为 14.37 元 。 

用 同样 的 方法 可 求 现 值 债券 的 价值 和 到 期 收益 率 。 

设 债券 的 面值 为 M, 票 面 利率 为 7, 每 年 付 息 一 次 ,利息 1 = Mr， 
债券 的 年 限 为 n 年 ,到 期 归还 面值 M( 这 种 债券 称 为 息 票 债券 )。 如 
果 市 场 利率 为 k (一 般 关 7), 则 有 债券 价值 公式 

_ < I M 
Y= 2 ry + Aray 

由 计算 可 知 , 当 市 场 利 率 & 大 于 票面 利率 r 时 ,债券 的 价值 V 就 
低 于 面值 M; 当 市 场 利率 k 小 于 票面 利率 7r 时 ,债券 的 价值 V 就 高 
于 面值 M。 


2. 证 券 组 合理 论 与 资本 资产 定价 模型 


证 券 组 合理 论 ,是 对 于 有 大 笔 资金 的 投资 者 ,如 何 将 资金 投资 
于 若干 个 风险 证 券 的 最 优 决策 理论 。 由 于 证 券 市 场 的 波动 ,使 得 
证 券 .股票 的 收益 变 得 不 确定 ,这 种 不 确定 性 就 是 证 券 的 风险 。 作 
为 投资 者 ,我 们 希望 能 获得 较 高 的 收益 ,同时 尽 可 能 地 少 承担 
风险 。 

(1) 证 券 组 合 的 均值 一 方差 理论 

进行 证 券 投 资 首先 要 对 证 券 的 收益 和 风险 进行 度量 。 对 风险 证 
券 一 般 用 证 券 的 期 望 收益 率 来 衡量 其 收益 水 平 ,用 收益 的 方差 或 标 
准 差 来 衡量 它 的 风险 程度 。 假 定 在 评判 一 种 证 券 的 优 劣 时 投资 者 都 
服从 以 下 两 个 假设 :不 满足 假设 ,回避 风险 假设 。 

有 了 这 两 个 假设 就 可 以 比较 证 券 的 优 务 。 当 两 个 证 券 的 期 望 收 
益 率 相同 时 ,风险 小 的 就 比 风险 大 的 要 优 。 同 样 当 两 个 证 券 的 风险 
相等 时 ,期望 收益 率 高 的 就 更 好 一 些 。 

当然 ,对 待 风险 的 态度 是 因 人 而 异 的 。 有 些 人 为 了 得 到 较 高 的 
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收益 愿意 去 冒 更 多 的 风险 ,而 有 些 人 宁愿 收益 低 一 些 也 不 愿意 去 承 
担 太 多 的 风险 。 不 管 投资 者 对 待 风险 的 态度 如 何 ,在 有 相同 收益 的 
前 提 下 ,总 希望 风险 越 小 越 好 ,这 就 是 回避 风险 的 愿望 。 

通常 我 们 用 > 表示 证 券 的 收益 率 , 这 是 一 个 随机 变量 , 它 的 数学 
期 望 E(r) 用 7 表示 ,标准 差 用 o(7r) 表 示 。 

由 概率 论 知识 , 求 一 个 随机 变量 的 期 望 与 方差 需要 知道 该 随机 
变量 的 分 布 函 数 ,但 对 于 证 券 收 益 率 这 个 随机 变量 ,我 们 往往 不 知道 
它 的 分 布 函 数 。 在 实际 应 用 中 ,可 用 样本 均值 和 样本 方差 或 标准 差 
来 代替 。 设 已 经 知道 了 随机 变量 -的 一 组 观察 值 ,7r: ,… 7,, 则 


我 们 用 e 作 横 坐 标 ,7 作 纵 坐标 在 平面 上 建立 一 个 直角 坐标 系 ， 
称 这 个 平面 为 (c, 7) 平 面 。 这 样 市 场 上 的 任何 一 个 证 券 均 可 用 (o， 
7) 平 面 上 的 一 个 点 来 表示 。 

下 面 来 看 个 证 券 的 组 合 。 我 们 尝试 用 数学 方法 来 解决 这 样 的 
问题 : 当 收益 率 水 平 确定 时 ( 即 期 望 收 益 率 为 常数 ) ,怎样 选择 在 这 
个 证 券 上 的 资金 投资 比例 ,使 组 合 的 风险 最 小 。 

设 S ，S:… S, 是 nn 个 风险 证 券 ,它们 的 期 望 收益 率 分 别 为 元 ， 
却 … 元, 风险 分 别 为 ot， os… oa。 证 券 组 合 的 风险 不 仅 要 考虑 每 种 
证 券 收 益 率 的 方差 或 标准 差 ,同时 还 要 涉及 两 两 之 间 的 协 方差 。 由 
于 任何 一 个 企业 的 景气 程度 都 会 受到 其 他 企业 的 影响 , 协 方差 就 是 
企业 这 种 关联 性 的 一 种 表示 。 

随机 变量 ,7 的 协 方差 定义 为 


05 = cov(ri, ni)= E((ri—zi)(r; —7;)) 
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它 刻画 了 ri 与 六 之 间 的 一 种 相关 性 。 
设 S;, S; 的 收益 率 x;, 7; 的 协 方差 为 0 , 则 我 们 得 到 了 一 个 协 
方差 矩阵 


on 0a2 On 

O21 O22 Oen 
V= 

On On2 Om 


其 中 必 二 Oj, Os = of。 

如 果 你 有 一 大 笔 资金 ,按照 z，zs… z 的 比例 ,其 中 zi 之 0， 
Zi 十 Zz 十 … 十 zs 一 1, 投资 于 证 券 S ，S:… S,, zi 之 0 表示 不 能 “ 卖 
空 "股票 S;。(“ 卖 空 ”是 一 种 股票 市 场 的 操作 机 制 , 就 是 允许 不 持 有 
股票 S; 的 投资 者 卖 出 S; ,等 S; 的 价格 下 跌 后 再 买 入 Si。 目 前 我 国 
证 券 市 场 还 没有 卖 空 机 制 ), 这样 就 构成 了 一 个 证 券 组 合 p = (zi， 


To 
对 组 合 p= (zi，z，…，zw), 它 的 收益 率 rs 是 
期 望 收益 率 


组 合 的 风险 用 o 表示 ,其 中 
0 = E((r,—7,)’) 
El[zi(n —n) 二 zz(ri 一 元 ) 十 … 十 zn(7 一 7 )]*} 


= 5 PasE((r 5)(n 5)) 


i=1 j=1 


= > SY sR 


i=1 j= 
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= (5 Deo) = (XVX) 


其 中 X= p" 是 p 的 转 络 ,是 列 向 量 。 

因为 zi 十 zi 十 … 十 zs 一 1, 上述 方程 是 含有 一 1 个 参数 的 参 
数 方程 (假定 参数 是 zi ，z;，…，z,1)。 对 所 有 可 能 的 xz，zs … 
zl， 相应 的 (a, 7) 得 到 平面 上 的 一 个 点 集 。 对 点 集中 的 任何 点 已 ， 
都 存在 证 券 S ，S: … S， 的 一 个 组 合 p = (zz ,Zz ，…, x,), 由 这 个 
组 合 得 到 的 cz。 和 7。 正好 就 是 P 点 的 坐标 。 而 在 集合 外 的 任何 点 ， 
都 无 法 找到 5S, ，S:… S, 的 组 合 与 之 对 应 。 因 此 我 们 就 称 这 个 集合 
为 证 券 S, ，S; , … ，S, 的 可 行 集 。 容 易 证 明 , 当 n = 2 时 ,可 行 集 是 
一 条 曲线 ; n 之 3 时 ,可 行 集 是 一 平面 区 域 (如 图 3. 5. 1 与 3. 5. 2)。 


图 3.5.1 两 个 证 券 的 可 行 集 图 3.5.2 三 个 证 券 的 可 行 集 


注意 在 可 行 集 (图 3. 5. 2) 中 , 弧 SS: 称 为 可 行 集 的 前 沿 ,而 弧 
S1G 称 为 有 效 前 沿 。 前 沿 是 对 确定 的 期 望 收益 率 水 平 有 最 小 的 方 
差 或 标准 差 的 组 合 ,有 效 前 沿 是 对 确定 的 期 望 收益 率 水 平 有 最 小 
方差 ,同时 对 确定 的 方差 水 平 有 最 大 的 期 望 收益 率 的 组 合 。 有 效 
前 沿 是 前 沿 的 一 个 子 集 ,前 沿 上 的 点 表示 的 组 合 也 称 为 最 小 方差 

全 

根据 前 沿 的 定义 , 求 前 沿 就 是 在 一 定 的 期 望 收益 率 下 , 求 风险 最 
小 的 组 合 p。 这 样 就 归结 为 下 列 二 次 规划 的 解 : 

目标 函数 为 
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= 3 Szzoy = XTVX 


约束 条 件 为 


Tn 


可 以 证 明 , 证 券 组 合 的 前 沿 是 双 曲 线 的 一 部 分 。 在 这 条 曲线 上 
有 一 个 特殊 点 G( 见 图 3. 5. 2), 它 的 方差 在 所 有 可 行 组 合 中 最 小 。 
这 个 点 称 为 整体 最 小 方差 组 合 , 与 其 对 应 的 坐标 为 


对 应 的 组 合 是 


其 中 
4 一 RTV 页 , b.= R'V I, ce 一 TVT 
关于 最 小 方差 组 合 ,还 有 以 下 的 定理 
定理 (两 个 基金 分 离 定 理 ) 设 X。，X。 是 最 小 方差 组 合 , 则 任 
何 一 个 最 小 方差 组 合 X 均 可 唯一 地 表示 成 X。 与 Xe 的 线性 组 合 : 
X=aX.+(l1—a)X, @ 
特别 地 , 当 X。，X 是 有 效 前 沿 , 0 之 a 过 1 时 ,X 也 是 有 效 前 沿 
组 合 。 
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从 定理 看 出 ,所 有 的 最 小 方差 组 合 都 可 以 由 两 个 不 同 的 最 小 方 
差 组 合 X. 与 X, 生成 ,通常 称 X。 与 X。 为 “共同 基金 ", 因 此 公式 @ 
称 为 两 个 基金 的 分 离 定理 。 有 了 这 个 定理 ,不 管 投资 者 对 待 风险 的 
态度 如 何 , 通 过 购买 以 上 两 个 基金 的 组 合 就 可 以 满足 要 求 。 这 就 是 
基金 分 离 定理 的 重要 之 处 。 

(2) 具有 无 风险 资产 的 均值 一 一 方差 证 券 组 合理 论 

当 市 场 上 存在 无 风险 证 券 (通常 指 三 个 月 期 的 国债 ,在 没有 三 个 
月 期 国债 时 ,可 以 用 三 个 月 期 的 银行 存款 代替) 时 ,证 券 组 合 的 问题 
就 发 生 了 变化 ,投资 者 在 风险 证 券 上 的 投资 不 一 定 是 他 的 全 部 资产 ， 
他 可 以 用 一 部 分 资金 购买 国债 或 储蓄 ,也 可 以 负债 购买 风险 证 券 。 
另外 在 衡量 风险 证 券 的 投资 收益 率 时 就 有 了 比较 ,超过 无 风险 证 券 
收益 率 部 分 才 是 投资 者 所 追求 的 。 因 此 ,最 小 方差 组 合 问题 可 以 表 
述 成 下 列 的 优化 问题 : 

设 无 风险 资产 下 的 收益 率 为 mr，S!，S:… S, 的 期 望 收益 率 为 
元 ， 元"… 太 , 投 资 于 证 券 F，S, ，S:… S, 的 组 合 


p= (y, x1, Zr" zn) 


并 且 
?十 yz 一 1， 
i1 


这 里 ”和 z, 分 别 是 投资 于 无 风险 证 券 F 和 S, 的 资金 比例 ;以 六 二 
六 一 ry 表示 S; 的 期 望 超额 收益 率 , 则 组 合 的 期 望 超额 收益 率 包 为 


和 = Da = Snr —r) © 
这 样 具有 无 风险 证 券 的 最 小 方差 证 券 组 合 问题 可 表述 为 下 列 优 
化 问题 : 


ming; = 六 Tspos ， @ 


i=l j=!1 


限制 条 件 
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> 六 一 六 ©® 
i=l 


与 前 一 小 节 类 似 , 用 Lagrange 乘 数 法 可 以 得 到 含 无 风险 证 券 组 
合 的 有 效 前 沿 。 这 里 我 们 省 略 求解 过 程 ,而 来 讨论 它 的 几何 意义 。 

见 图 3. 5.3 ,在 (c，F) 面 上 ,曲线 C 
是 风险 证 券 S, ，S;… S, 的 有 效 前 沿 , 下 
是 无 风险 证 券 。 过 F 引 一 直线 与 C 相 
切 , 切 点 为 M。 将 M 看 成 一 个 “新 "的 证 
券 , 则 线段 FM 就 是 证 券 下 与 M 的 可 行 
集 ( 由 于 下 是 无 风险 证 券 , 它 的 方差 以 及 
与 M 的 协 方差 均 为 0, 因 此 确定 可 行 集 
是 一 直线 段 ), 当然 也 是 证 券 F，S,， 
S,… S, 的 可 行 集 。 同 时 ,不 难看 出 ,F， 
Si， Ss… S, 的 可 行 组 合 所 对 应 的 点 都 在 
FM 的 东南 方 , 西 北方 都 不 是 可 行 组 合 ,根据 有 效 前 沿 的 定义 , FM 
就 是 含有 无 风险 证 券 的 组 合 下 ，S, ，S:… S, 的 有 效 前 沿 。 

有 意思 的 是 ,F，S,，S:… S, 的 有 效 前 沿 直线 与 纯 风险 证 券 S;， 

S, 组 合 的 有 效 前 沿 双 曲线 有 一 个 切 点 ,这 个 切 点 称 为 切 点 组 
合 。 很 明显 , 当 投 资 于 无 风险 证 券 的 资金 为 0, 即 ?= 0 时 ,对 应 切 点 
组 合 M。 这 个 “ 切 点 组 合 "与 投资 者 个 人 的 对 风险 的 态度 无 关 。 也 
就 是 说 ,不 管 投资 者 对 待 风险 的 态度 如 何 , 只 要 他 想得到 最 优 投资 组 
合 ,就 必须 选择 M 与 进行 组 合 ,差别 只 是 在 于 投资 于 下 资金 的 比 
例 的 多 少 ,喜好 风险 的 投资 者 可 以 少 投 或 不 投资 金 于 无 风险 证 券 下 ， 
而 不 喜好 风险 的 投资 者 则 多 投资 金 于 F。 因 此 ,所 有 的 最 小 方差 组 
合 都 可 以 表示 为 无 风险 证 券 与 切 点 组 合 的 线性 组 合 , 这 个 性 质 称 为 
货币 分 离 定理 。 

下 面 我 们 就 两 个 风险 证 券 于 无 风险 证 券 的 组 合 举 一 个 例子 来 说 
明 这 个 理论 。 

例 1 设 市 场 上 有 两 种 风险 证 券 S, ，S: ,它们 的 期 望 收益 率 和 
风险 分 别 为 


图 3.5.3 
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=6.10%,0 = 8%,5,= 10.20%, 0 =15.1% 
Si，S: 的 协 方 差 cs == 0.4%, 无 风险 证 券 下 的 收益 率 为 4%。 
首先 ,证 券 S, ，S， 的 期 望 超额 收益 率 分 别 为 2.1% 和 6.2%, 则 
@ 式 ,@ 式 为 


0 = xiof 十 2zrizroa + zio? 
= 0. 006 4z? 十 0.008zizs 十 0.022 8z; 


0.021z 十 0.062z 一 名 
作 Lagrange 函数 


L = 0.006 4 好 十 0.008zizs 十 0.022 8z2 
一 (0.021zi 十 0.062zs 一 各) 


对 z1 ,zz 求 偏 导 
aL 
0.012 8zi 十 0.008zs — 0. 0214 


gxzl 


9L 二 0.008zi 十 0. 045 6zs — 0.0624 


dzz 


令 偏 导 为 0, 解 得 
zl A 0. 888 2394, xz; 2 1. 203 818A 


切 点 组 合 就 是 当 y 二 0 时 ,zl，, zz 的 值 ,因此 只 要 令 zz 二 ze 三 1 得 
zl 0.4246, x 0.5754 


切 点 组 合 p。 一 (0.424 6, 0.575 4)。 
因此 , 切 点 组 合 对 应 的 期 望 收 益 率 及 方差 .标准 差 为 


7, 一 0.4246X6.1% 十 0.5754X10.2% = 8.46% 


oz 一 0.42462 X0.0064 十 2X0.4246X0.5754 义 0.004 
十 0.575 42 X 0.0228= 0.010 66 


om = 10.32% 
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有 效 前 沿 是 连接 点 (0, rr) 与 点 (cs, 7 ) 的 线段 
7, = 0.04++0.431 80, 
以 上 是 两 个 风险 证 券 的 例子 ,对 于 个 风险 证 券 ,求解 的 基本 步 
最 是 一 样 的 ,只 是 需要 解 一 个 元 线性 方程 组 。 


3. 期 权 的 定价 


Black-Scholes 公式 


(1) 期 权 的 背景 和 概念 

随 着 金融 市 场 的 日 益 发 展 , 各 种 衍生 证 券 不 断 出 现 ,期 权 (Op- 
tion) 就 是 其 中 最 具 代表 性 的 一 种 。 

期 权 是 一 种 将 来 的 选择 权 。 期 权 持 有 人 有 在 约定 期 限 以 训 定 
价格 向 期 权 出 售 者 购买 (这 类 期 权 称 为 看 涨 期 权 ) 或 者 出 售 ( 这 类 
期 权 称 为 看 跌 期 权 ) 某 种 资产 的 权利 ,并 且 期 权 持 有 人 还 可 以 选择 
执行 或 者 不 执行 这 种 权利 。 期 权 的 执行 也 有 两 种 形式 ,只 能 在 期 
满 日 执行 的 称 为 欧式 期 权 , 可 以 在 期 满 日 及 之 前 的 任何 一 天 执行 
的 称 为 美式 期 权 。 例 如 , 某 股票 的 现时 价格 为 S = 53 元 ， 它 的 年 
波动 率 为 c= 20%, 市 场 上 无 风险 证 券 的 年 收益 率 为 一 10%, 如 
果 你 希望 拥有 一 个 在 六 个 月 后 ( 即 半年 ,T = 0.5) 以 敲定 价格 
X = 50 元 购买 该 股票 的 期 权 , 问 你 应 该 付 多 少 钱 ? 这 就 是 一 个 欧 
式 看 涨 期 权 的 问题 。 

由 于 这 种 权利 对 持 有 人 是 绝对 优惠 ,他 应 该 为 此 付出 代价 ,不然 
就 不 会 有 人 出 售 期 权 ,这 就 是 期 权 的 价格 。 期 权 价 格 是 一 种 未 定 权 
益 的 价格 , 它 的 定价 长 期 以 来 一 直 是 依靠 经 验 进行 的 。 到 20 世纪 
70 年 代 ,F. Black 与 M. Scholes 在 假定 标的 资产 ( 指 金融 市 场 上 的 
商品 ,如 股票 .债券 .外 汇 .股票 指数 等 ) 的 价格 波动 符合 几何 布朗 运 
动 时 ,推导 出 了 期 权 价格 变化 必须 满足 的 微分 方程 ,从 而 得 到 了 第 一 
个 精确 的 期 权 定价 模型 ,引起 了 各 界 的 巨大 反响 。 

(2) Black-Scholes 方程 

1) 实例 分 析 
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我 们 先 仔细 分 析 一 下 期 权 价格 的 确定 过 程 。 设 股票 的 现价 为 
S, 由 于 股票 价格 的 波动 率 , 到 了 工时 刻 价格 可 能 上 扬 到 Su ,也 可 能 
下 跌 至 Sd。 为 简单 计 ,假定 涨 跌幅 均 为 10% , 则 一 1.1, d= 0.9， 
到 时 期 权 的 价格 会 怎样 呢 ? 显然 , 当 股票 价格 上 扬 到 58. 3 时 ,你 会 
执行 期 权 ,以 敲定 价格 50 元 买 入 股票 ,然后 以 58. 3 元 的 价格 卖 出 。 
因此 这 时 的 期 权 价格 应 该 为 
V,=Su—X=58.3—50=8.3 


而 当 股票 价格 跌 到 47. 7 元 时 ,你 一 定 选择 放弃 执行 期 权 , 这 时 
的 期 权 价格 应 为 


Vu=0 
总 之 到 期 满 日 时 ,期 权 价格 应 该 为 
Vr = max(Sr — X, 0) 


对 期 权 而 言 定价 问题 是 一 个 反 向 的 问题 , 即 当知 道 了 时 刻 工时 
的 期 权 价值 Vr , 求 初始 时 刻 的 值 。 

Black-Scholes 期 权 定价 模型 的 基本 思想 是 套 期 保值 “ 套 期 保 
值 " 是 一 种 为 了 避免 风险 而 采取 的 投资 组 合 (在 英语 中 投资 组 合 和 证 
券 组 合 都 是 用 portfolio 这 个 词 ,我 们 在 此 也 不 加 区 别 ) 的 策略 。 假 
定 现在 投资 者 以 价格 V 卖 出 一 份 股票 期 权 ,再 买 入 a 份 这 种 股票 ， 
则 组 合 的 价格 为 


HI=aSs—V @ 
4 是 待定 的 系数 。 作 这 个 组 合 的 目的 是 使 工 没 有 风险 ,从 而 可 
以 获得 无 风险 利率 。 于 是 在 期 权 期 满 日 ,组合 的 价值 应 该 是 无 风险 
利率 
Ir = pl 四 
其 中 p = ez 是 无 风险 利率 ~ 在 了 时 刻 的 连续 复 利 。 


同时 ,从 期 权 的 价值 考虑 ,在 时 刻 ,由 @ 式 得 
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JaSu—V. 


ST [ey 0 
根据 组 合 无 风险 ,应 该 有 
aSv 一 V, = aSd —V, 
“3 
代入 @ ,得 到 
mv @ 
将 四, @ 代 入 @ ,得 | 


-1[fe-d u—p ] 1 
V= 二 V. 十 V 
1 [es pe ptev-+ (1 pV] @B 


这 里 p= es, 显然 ,p 正 是 股票 上 涨 的 概率 , (13) 式 中 方 括号 内 
恰好 是 期 权 价格 在 时 刻 时 的 期 望 。 这 样 (13) 式 就 变 成 


V = LE(V:) 
p 


用 已 知 数据 代入 ,容易 得 到 
p= 1.051, u=1.1,d=0.9, po 0.755 


从 而 由 (13) 可 以 求 出 
V5.962 


这 是 一 个 十 分 粗略 的 例子 ,许多 假设 也 过 于 简单 ,但 是 套 期 保值 
的 思想 在 期 权 定价 理论 中 的 作用 已 十 分 明显 。 

2) Black-Scholes 方程 

有 了 前 面 的 准备 ,下 面 简单 讨论 连续 情形 下 的 期 权 定价 问题 , 基 


本 思想 是 一 样 的 。 
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设 股票 价格 的 变化 遵从 几何 布朗 运动 (布朗 运动 是 生物 学 家 布 
朗 在 观察 植物 花粉 在 水 中 运动 时 发 现 的 ) , 即 当 S 为 股价 时 ,有 


穿 = wdt+odz @ 


这 里 py 是 股票 的 预期 收益 率 ,o 是 股票 的 波动 率 。 由 于 S 是 随 
机 变量 ,上 式 不 是 通常 意义 下 的 微分 ,其 右 端的 第 一 项 是 确定 项 ,而 
第 二 项 则 是 随机 微分 项 ,可 表示 为 
odz = eVdt 
这 里 e 是 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 即 e~N(0, 1)。 将 @ 
式 表示 为 离散 形式 ,得 


忽 =partoe Va ® 


这 说 明 在 At 时 刻 之 后 ,股票 的 收益 率 倒是 随机 变量 。 的 线性 函数 ， 
因此 仍 为 一 个 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 ,并 且 它 的 期 望 是 At 方差 
是 zAt, 即 : 


~ N(pAt, oVAt)o 
这 就 对 股票 的 预期 收益 率 与 股价 的 波动 率 有 了 一 个 较为 确切 的 
认识 。 
如 同 @ 式 作 套 期 保值 组 合 , 则 组 合 工 在 单位 时 间 内 的 收益 率 应 
为 无 风险 利率 r。 于 是 有 


垩 = 必 @ 
用 @ 式 代入 得 
dV —adS = rlfdt 
为 确定 常数 a, 引 用 随机 分 析 的 lto 公式 
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aV A aV 
dV (元 HAS Fos+3aoS 3 )d +oS 条 = 
整理 后 得 到 
aV aV ladV aV 
( 乞 十 AS FS + FS For ouS )de+ (oS FE — a05 )dz 
= (rV—arS)di(= rHd = dI)。 0D 


上 式 右 端 是 dI, 而 工 是 无 风险 的 ,因此 随机 微分 项 为 零 , 即 有 


aV 2 
S35—%S=0 


于 是 
_aVv 
“7 as 
将 @ 代 入 人 @ ,就 得 到 了 期 权 价值 V 应 该 满足 的 Black-Scholes 公 式 
ee .a oA 
Fr taos 35 1 Sa35—"V=0 ® 


注意 到 在 公式 @ 中 并 不 出 现 股票 的 预期 收益 率 ,这 就 是 说 其 
权 定 价 与 无 关 。 这 使 我 们 可 以 假定 股票 及 其 衍生 物 的 预期 收益 率 
都 是 无 风险 利率 r。 这 种 假设 称 为 风险 中 性 假设 。 
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第 六 节 小波 分 析 及 其 应 用 


信号 是 信息 的 载体 ,信息 的 传播 离 不 开 信 和 号。 电话 ,收音 机 、 收 
录 机 传播 声 信 号 ,电视 机 传播 图 像 信号 与 声 信号 ,多 媒体 技术 使 多 种 
媒体 传播 的 信号 统一 起 来 处 理 。 


1. 信号 的 数学 表示 


什么 是 信号 ? 在 数学 上 怎样 表示 这 些 信 号 ? 从 数学 观点 来 看 ， 
信号 有 两 种 解释 和 表示 方式 。 

连续 时 间 信号 可 看 作 一 个 以 时 间 为 自 变量 的 函数 。 采 样 信 号 可 
看 作 一 个 数字 序列 (时 间 序列 ) ,如 下 列 的 数列 表示 一 个 信号 。( 由 于 
实际 数据 太 长 ,这 里 仅 取 前 70 个 )。 


一 1.2977 一 4.1000 1.9148 2.6231 一 1.9006 4. 572 7 
3.9308 一 0.2549 0.6186 0.2451 一 0.5601 2.456 
一 1.4017 6.6916 一 0.7725 一 0.6582 1.6615 一 1.582 2 
一 1.8258 一 3.3939 0.8832 一 3.1117 3.6818 6.6308 
一 0.5365 3.5740 4.1253 一 4.9232 —4.6862 1.4347 
一 1.1997 2.3488 2.8101 2.2778 3.5075 1.0058 
2.033 7 5.3674 一 1.598 2 一 1.3670 一 4.8123 1.6687 
一 1.6306 6.0055 一 0.8764 2.5862 1.0212 一 2. 9077 
一 6.8753 一 0.4563 一 3.0319 2.1222 1.8865 5.2193 
1.4106 2.9308 一 0.3978 一 4.787 4 1.5974 一 1.0415 
0.0001 一 0.0568 4.8239 一 3.8619 2.8234 3. 686 9 
2. 556 1 1.5915 一 0.2423 1.7525 
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以 序列 下 标 ( 实 际 上 表示 时 间 ) 为 横 坐标 ,以 数列 中 项 的 数值 为 
纵 坐 标 作 图 ,并 把 各 点 相连 结 得 图 3. 6. 1 ,于 是 平面 图 像 信号 可 以 看 
作 取 矩阵 值 的 函数 。 从 上 面 的 数列 很 难得 出 信号 的 整体 形象 ,而 图 
3. 6. 1 可 以 看 到 信号 变化 的 整体 态势 ,信号 的 幅 值 随 时 间 不 规则 地 
变化 。 


0 20 40 60 80 100 
图 3.6.1 


那么 这 个 信号 有 没有 规律 ? 它 表 示 什么 信号 ? 从 图 3, 6. 1 无 法 
回答 这 些 问题 。 因 此 需要 换个 角度 来 看 信号 。 

信号 可 看 作 不 同 频率 正弦 信号 的 个 加 。 把 一 个 信号 分 解 成 若干 
频率 成 分 ,可 以 用 一 个 频谱 图 来 表示 。 例 如 上 面 信号 的 频谱 图 如 图 
3.6.2 所 示 。 

在 图 3. 6. 2 中 , 横 坐 标 50 和 100 处 有 两 个 突出 尖峰 ,它们 表示 
图 3.6. 1 所 示 信号 主要 是 由 50 Hz 的 正弦 波 .100 Hz 的 正弦 波 释 加 
而 成 , 横 坐 标 其 余 处 峰值 很 小 的 波 表示 随机 噪声 。 这 就 是 说 ,由 数列 
或 图 3. 6. 1 所 示 信 号 可 以 表示 为 

y(t) = sin(2x X 501) 十 sin(2r X 100t) 十 噪声 


如 果 设 50 Hz 的 信号 是 由 航空 母 舰 发 出 的 ,100 Hz 的 信号 是 由 
核潜艇 发 出 的 ,那么 在 图 3. 6. 1 中 看 起 来 毫 无 规则 的 信号 竞 是 一 般 
航空 母 舰 和 一 稻 核 潜艇 来 犯 的 信号 。 
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图 3.6.2 


由 此 可 见 信 号 频 域 表示 的 重要 性 。 事 实 上 ,质谱 仪 利 用 频谱 分 
析 有 无 有 害 的 化 学 物质 。 用 声 纳 和 频谱 分 析 来 发 现 鱼 群 ,其 原理 是 
一 样 的 。 
图 3. 6. 1 中 横 坐 标 表 示 时 间 t+, 纵 坐标 表示 信号 的 幅 值 。 图 
3. 6. 2 中 横 坐 标 表示 频率 f , 纵 坐 标 表示 该 频率 成 分 的 大 小 。 
′ 由 数据 求 其 频谱 要 使 用 傅 里 叶 (Fourier) 分 析 。 


2. 传 里 叶 级 数 


傅 里 叶 (Joseph Fourier 1768 一 1830) 是 一 位 与 拿破仑 同时 代 
的 法 国 数学 家 。 他 曾经 是 拿破仑 的 御用 科学 家 ,随军 远征 埃及 ， 
对 古 埃 及 文化 研究 作出 过 贡献 。1807 年 他 提出 了 下 列 形式 的 
级 数 : 


1 zEf[lo,1) 
Weyl eto 
ao od 十 psin kr 0 
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如 果 只 取 有 限 多 项 的 部 分 和 , 则 称 为 三 角 多 项 式 。 其 中 ai ,6b 
都 是 实数 , 称 为 傅 里 叶 系 数 。 其 实 这 样 的 级 数 最 早出 现在 欧 拉 给 出 
的 公式 中 : 


a \ 业 
2 一 
sinz— 3sin 2x 二 3 sin 3z © 


但 在 数学 史上 并 没有 把 四 称 为 欧 拉 级 数 , 而 称 为 传 里 时 级 数 。 
这 是 因为 傅 里 叶 对 @ 的 研究 更 为 系统 ,影响 也 大 些 。 
所 谓 欧 拉 等 式 指 


ea 一 cos0 十 isin 0。 


该 式 可 改写 为 
coskr = (e++e*)/2 
sinkr = (ew —e ww)/2i 


其 中 i 是 虚数 单位 。 把 上 面 的 公式 代入 Q@ 经 整理 可 得 


3 Crew 四 


A= oo 


其 中 


C 一 ao, Ce = (ax —ibi)/2, Ce 一 (at 十 io)《X2。 


C 的 范 数 表示 e* 成 分 的 多 少 。 | 
在 Matlab 中 作 序 列 y, 的 全 里 时 变换 可 以 用 函数 fft, 而 序列 元 


素 的 个 数 应 取 2 的 正 整数 寡 。 
fft(y) 是 向 量 y 的 离散 傅 里 叶 变换 。 对 于 长 度 为 N 的 向 量 ,其 


傅 里 叶 变换 是 


N 
Y(f)=C;= DD es es 1</<N @ 
n= 
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健 里 时 逆 变 换 是 
y= YD), 1 SacN @ 
k=l 


用 下 列 语句 可 以 产生 时 域 信 号 ， 
t= 1;512; 
y = sin(2x pix 50 x* t/512)+sin(2 x pix 100x*t/512) 十 2 * randn 
(1,512); 

用 “plot(y(1:100))" 语 句 可 产生 图 3. 6. 1 那样 的 图 象 ,为 了 让 
图 看 起 来 清晰 ,只 画 前 100 点 的 连结 图 。 

用 下 列 语句 可 进行 傅 里 叶 变换 并 画 出 其 频谱 图 。 
Y= {ft(y); 
Z= Y.*conj(Y); 
plot(Z(1:256)) 

这 里 还 要 说 明 一 点 :图 3. 6. 1 是 频率 f = 50,100 的 两 个 正弦 波 
与 噪声 2 * randn(，* ) 的 伙 加 。@ 中 的 f 在 信号 分 析 中 常 换 成 w, 称 . 
为 角 频 率 , 它 与 /有 如 下 关系 : 


w= 2xf 


3. 小 波 分 析 为 什么 走红 


虽然 傅 里 叶 分 析 能 告诉 人 们 信号 中 的 频率 成 分 ,但 不 能 告诉 人 
们 具有 那个 频率 的 波 产生 于 什么 时 刻 。 从 四 可 以 看 出 y 的 傅 里 叶 
变换 了 (了) 只 是 频率 f 的 函数 而 不 再 是 时 间 x 的 函数 。 

如 果 有 一 种 变换 既 告诉 人 们 信号 中 的 频率 成 分 又 告诉 人 们 频率 
成 分 发 生 的 时 间 ,那么 对 于 敌 舰 信 号 的 分 析 是 十 分 有 益 的 。 

语言 信号 不 仅 依赖 于 频率 而 且 与 频率 发 生 的 时 间 有 关 , 因 此 
语音 识别 也 需要 这 种 既 能 表达 频率 又 能 表达 时 间 的 变换 。 小 波 分 
析 是 一 种 时 频 域 的 分 析 ,满足 了 实际 需要 ,因而 在 20 世纪 80 年 代 
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中 期 开始 获得 蓬勃 发 展 ,在 信号 压缩 (compression) 中 取得 了 巨大 
的 成 功 。 

在 信号 传输 中 ,信号 的 压缩 和 复原 (reconstruction) 是 十 分 重要 
的 技术 。 一 张 照片 是 256 X 256 个 像素 灰 度 值 组 成 的 矩阵 , 存 贮 或 传 
输 要 占用 65 536 个 单元 ,电视 每 秒 需要 几 十 个 画面 ,而 一 个 光缆 要 
传 几 十 个 电视 台 的 节目 ,可 见 传输 量 之 大 。 因 此 如 能 压缩 数据 量 , 接 
收 后 又 能 很 好 复原 就 显得 十 分 重要 。 

女 数 学 家 道 贝 契 斯 (Daubechies) 利 用 小 波 把 美国 洛杉矶 警 局 的 
犯人 指纹 档案 存 贮 量 压 缩 到 原先 存 贮 量 的 二 十 分 之 一 ,消息 传 出 又 
动 了 信号 处 理 界 。 

小 波 分 析 已 成 功 地 应 用 于 地 震 勘探 的 数据 分 析 和 寻找 可 能 
贮 油 的 地 质 结 构 。 法 国 的 Meyer 和 我 国安 徽 大 学 的 李 世 雄 都 用 
此 法 。 

小 波 可 用 于 去 除 信号 中 的 噪声 干扰 ,这 方面 我 们 有 成 功 的 项 目 。 

小 波 级 数 实质 上 是 一 种 展开 式 。 用 小 波 级 数 来 逼近 非 线性 函数 
可 以 达到 很 高 的 精度 。 因 此 小 波 已 成 为 微分 方程 数值 解 的 有 力 
工具 。 

小 波 不 仅 有 广泛 的 应 用 ,而 且 有 坚实 的 理论 ,这 是 学 科 发 展 的 必 
备 条 件 。 

由 于 上 述 理 由 ,小 波 研究 的 走红 就 是 必然 的 了 。 


4. 数据 压缩 和 信号 恢复 


为 了 讲 清 数据 压缩 的 概念 ,我 们 介绍 一 下 用 代数 方法 进行 数据 
压缩 的 方法 。 假 定 原始 信号 是 一 幅 渔 网 图 。 它 是 由 33 X 33 = 1 089 
个 数据 排 成 的 一 个 矩阵 z。 这 个 矩阵 中 的 每 一 个 元 素 表示 在 该 位 置 
上 纵 坐 标的 高 度 ,把 不 同 高 度 的 点 用 网 格 图 连 成 的 形似 渔网 三 维 图 
形 ( 见 3. 6. 3)。 

假设 我 们 要 传输 这 个 图 象 信 号 ,就 把 矩阵 z 进行 奇异 值 分 解 。 

用 语句 : [U, S, V] = SVD(z); 
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图 3.6.3 原始 信号 


其 中 U 和 VV 都 是 33X33 的 矩阵 ,而 是 一 个 对 角 阵 ,只 有 6 个 元 素 
不 为 0: 


1.3860 0 0 0 0 0 0 
0 0.3005 0 0 0 0 0 
0 0 0.0218 0 0 0 0 
S= 0 0 0 0.0041 0 0 0 
0 0 0 0 0.0011 0 0 
0 0 0 0 0 0.0001 0 
0 0 0 0 0 0 0 
这 里 
33 
z 一 USV- = oo © 
i=l 
其 中 jy 表示 U 中 第 i 列 ,v 表示 V 中 第 i 列 ,o; 为 非 零 对 角 元 。 由 
于 os ,os 很 小 ,近似 为 零 , om = … = ms = 0, 因此 只 取 前 四 项 , 即 . 
4 
多 天 Do O 
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所 以 只 要 保存 U 中 第 1 至 4 列 ,V 中 第 1 至 4 列 和 om, os, os, 04, 就 
可 以 恢复 。 
用 Matlab 语句 : 
uu = U(l1:33, 1:4); 
v= V(1:33, 1:4); 
ss = S(1:4, 1:4); 
那么 就 能 恢复 成 
22 = UUX SSH V's 
mesh(zz) 


恢复 后 的 图 象 如 图 3. 6. 4。 


so S Ss 8 3 


3.6.4 由 压缩 信号 恢复 的 加 


将 图 3. 6. 3 和 图 3. 6.4 相 比 较 , 人 眼 根本 不 能 分 辩 它 们 的 差别 。 
因此 在 一 定 精度 要 求 下 ,我 们 不 必 传输 = 矩阵 (33 X 33 = 1 089 个 ) 
的 数据 ,而 只 要 传递 4X 33 十 4X33 十 4 = 268 个 数据 , 即 只 要 传送 
Hp, 由 和 ol, os,03, 0 即 可 。 其 压缩 比 为 


二 原 数 据 量 _ 1089_ 
Ratio 压 旺 后 传输 的 数据 量 一 268 4.06 ® 
这 样 做 大 大 减少 了 该 图 象 的 传递 时 间 。 
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为 了 表述 简单 ,下面 考 虑 用 小 波 分 析 的 方法 进行 一 维 信号 的 
压缩 。 

设 >(t) 为 一 批 信号 , 现 采 得 200 点 y(t1), y(tz),…， y(tz00)o 
这 里 之 ts 之 … 过 tw06 


墨西哥 草帽 的 小 波 ( 母 小 波 ) 为 : 
Y(t) = rd —r)e4 @ 


车 to 一 所 二 2r, 小 波 的 基 取 作 
OO=Y( 一 办 ) @ 


对 于 给 定 的 (表示 精度 ) ,对 信号 


N 
y(t) = DC lt) 0 
k=]l 
作 目 标 函 数 
由 N 2 
Jp C0) = DL) DC)] @ 
令 
0= (Ci, 人生 CN 一 (0，…， On 六 
四 (t) = (Yi1, Y:, **, Yn(t))" 四 
则 @ 可 写成 
1(0) = [>() — 8) 
再 令 


y(t1)— FB(h) 

E= y(t:) Con) 

(£1) — 0 Bt) 
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Wh) Yb) … n(n)] 
3 (bh) a(t) … Yn(b) 
vl) Wats) … y(t)) 
Yih) Walt) … 更 v(G) [>(a) 
Se (a) Wa(ts) … Yn(ts) y= (4) 
ys,) Wa(tn) … y(t,) Le 
则 
E=Y— 0 
所 以 


J(0) = (Y— BO)'(Y — ®0) 
=YY—Y@— BY+O DD 
= [0— ($8) "BY] PBL0— (PB'B) "BY] 
+Y'Y—Y'®(PD) PY 
等 式 左边 的 第 一 项 是 平方 和 , 令 其 等 于 零 ,J(b) 达 到 最 小 值 , 因 
此 2 的 最 小 二 乘 估计 (即使 得 目标 函数 J(6) 达 到 最 小 值 的 9) 为 
b= (B®) BY 
其 中 Y 向 量 是 原始 信号 的 离散 值 。 
3.6.5 中 的 y 假定 是 要 传送 的 信号 。 利 用 小 波 展 开 压缩 ,并 
不 需要 传送 所 有 的 y 值 ,而 只 要 传送 由 下 列 程序 求 出 展开 式 系数 就 
行 了 。 为 求 惠 矩阵 ,编写 下 列子 程序 : 
function f = mexicohat (n, bign) 
fort= 1:n 
for k = 1:bign 
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图 3.6.5 原始 信号 


x 一 (t 一 1)x*2/nxpi 一 k/bignx2xpi; 
f(t, k)=2/3°(1/2) * pi(—1/4)* (1—x2) x exp(—x2/2); 
end 
end 
然后 在 Matlab 命令 窗口 下 执行 : 
{= mexicohat(400, 12); 
y=y; 
c=inv(f xf)xf xy; 
用 下 列 语句 求 模型 值 : 
ym = fxc; 
plot(ym) 
得 恢复 后 的 图 象 (图 3. 6. 6)。 
如 果 给 定 了 展开 式 中 的 基 函 数 的 形式 ,那么 只 要 输送 12 个 9 值 
就 可 以 恢复 原 图 象 , 压 缩 比 达到 : 


400 _ 
Ratio 一 2 = 33.33 


用 奇异 值 分 解压 缩 数 据 是 一 种 有 效 的 方法 。 然 而 ,用 小 波 方 法 
进行 数据 压缩 和 信号 恢复 ,其 压缩 比 远大 于 用 奇异 值 分 解 进行 数据 
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图 3.6.6 恢复 后 的 信号 


压缩 和 信号 恢复 的 压缩 比 。 由 此 可 见 ,用 小 波 进行 数据 压缩 是 一 种 
比较 好 的 方法 。 但 是 ,如 何 选择 小 波 基 和 用 多 少 项 进行 数据 压缩 值 
得 进一步 研究 。 


8$5 方 箱 函 数 和 哈 尔 小 波 


为 了 让 学 生理 解 小 波 的 特性 ,下 面 介绍 一 种 最 简单 的 小 波 , 哈 尔 
(Haar) 小 波 。 为 了 讲 哈 尔 小 波 ,要 先 从 方 箱 函 数 说 起 。 所 谓 方 箱 函 
数 指 下 列 函数 : 

1 ZE[0,1) 


Ho) lo glo) 


其 图 象 如 3. 6. 7。 
实际 过 横 坐标 1 的 垂直 线段 是 没有 的 ,这 样 画 仅仅 为 了 看 起 来 


清楚 一 些 。 定 义 下 列 函 数 : 、 
supp$(z) = {rz| Ye>0, 3y€ (zx—e, z+e): $(y) #0| = [0, 1] 
定义 表明 supp $(z) 是 使 得 函数 上 zx) 不 等 于 零 的 点 集 加 上 其 极 


限 点 所 构成 的 集合 , 它 称 为 函数 $(z) 的 支撑 (support)。 当 
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图 3.6.7 方 箱 函数 


supp 好 Z) 是 闭 区 间 时 称 为 紧 支 撑 。 方 箱 函数 具有 紧 支 撑 。 
函数 


1 ze [0, 亏 ) 


4z) 一 1_1 ze [去 ,1 
0 zrE€E(-%,0)UI[1,m) 
称 为 哈 尔 函 数 。 它 是 由 方 箱 函数 运算 获得 的 ,事实 上 
yz) = $(27)—$(2z— 1)。 
哈 尔 函数 的 图 象 如 3. 6. 8。 
哈 尔 函 数 是 一 个 母 小 波 函数 。 如 果 令 
pr(r) = Vay(2iz 一 A) @ 
那么 1g (Zz), j,k& € Z| 是 一 组 正 交 小 波 基 , 其 中 Z 表示 全 体 整 数 


的 集合 。 容 易 证 明 它 是 一 个 正 交 函数 系 。 
命题 1 {yn(7z), j,k E€ Z| 是 一 个 正 交 函 数 系 。 


证 明 因为 0<2z 一 k 之 去 等 价 于 


2 


2 十 1 
2i1 ® 


2 
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显然 有 


由 (ga (x)) dz 一 [2 二 法 ® 
和 Ed 


因为 gr(z) 和 yw(z) 当 j 冯 六 或 & 冯 k" 只 有 两 种 情况 :  . 
1) supp gr (Zz) 站 supp x (x) = 2 (或 仅 含 区 间 边 界 上 的 个 别 

点 ) ,此 时 乘积 为 零 ; 
2) supp 几 (z) 和 supp yi (z) 相 交 成 一 区 间 , 则 易 知 它 必 包含 其 
中 一 个 函数 的 整个 非 零 区 间 ,而 另 一 个 函数 在 该 区 间 上 取 定 值 ,从 而 
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函数 柔 积 的 积分 为 零 。 
综合 上 述 两 种 情况 均 有 


[EAGT @ 


即 gr(z) 和 yw (z) 正 交 。 

命题 2 定义 域 为 紧 集 的 连续 函数 总 可 以 展开 为 小 波 级 数 。 

这 里 不 加 证 明 。 定 理 说 明 任 一 个 紧 集 上 的 连续 函数 f(x) 总 可 
以 表示 为 : 


f(z)= 2 2 Cagalz) 四 


其 中 Cs 是 小 波 级 数 的 展开 项 系数 ， 
Ce = rz) 丙 GJdz @ 


这 里 录 (z) 是 小 波 基 ,函数 上 面 的 一 横 表 示 该 函数 的 共 且 。 

除了 哈 尔 小 波 基 ,还 有 许多 其 他 小 波 基 , 例 如 Shanon 小 波 基 ， 
墨西哥 草帽 小 波 基 , Meyer 小 波 基 , Morlet 小 波 基 和 Daubechies 小 
波 基 等 等 。 

用 如 下 的 Matlab 函数 可 以 画 出 不 同 的 小 波 母 函数 ,然后 用 @ 得 
出 相应 的 小 波 基 。 

例如 , lb 二 一 5; ub = 5; n 二 100; (定义 图 中 支撑 的 长 度 和 在 支 
撑 长 度 中 均匀 分 布 着 的 点 的 个 数 ) 
[psi, x] = mexihat (lb, ub, n); (得 到 的 暴 西 哥 小 波 函 数 的 值 记 作 
psi) 
subplot(221), plot(x, psi); xlabel( 图 3. 6. 9 中 “墨西哥 草帽 小 波 ”) 
lowb =— 8; uppb = 8; n = 1024; 
[phi, psi, x] = meyer(lowb, uppb, n); 
subplot(222), plot(x, psi); xlabel( 图 3. 6. 10 的 “ 梅 耶 小 波 ”) 
subplot(223), plot (x, phi); xlabel( 图 3. 6. 11 的 “Meyer 尺度 函 
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数 ”) 

lob =— 4; upb = 4; n = 1000; 

morlet(lob, upb, n); subplot (224), plot (x，psi); xlabel; (图 
3. 6. 12 的 “Morlet 小 波 ”) 


1 2 
0.5 1 
0 0 
-0.5 
-5 0 5 -10 0 10 
图 3.6.9 墨西哥 草帽 小 波 图 3.6.10 梅 耶 小 波 
1.5 2 
1 
0.5 
0 
0 
-0.5 -1 
-10 0 10 -10 0 Eg 
图 3.6.11 Meyer 尺度 函数 图 3.6.12 Morlet 小 波 
6. 多 尺度 分 析 


方 箱 函数 在 小 波 分 析 中 称 为 尺度 函数 。 由 方 箱 函数 $(z) 可 以 


产生 一 系列 的 函数 : 
bor(z) = $(z—k), kELZL 
blz) = $2r—k), kEL 


br(r)= $2 rok), kEL 


可 以 证 明 对 于 任意 j € Z，{# (x), &E Z| 是 一 组 正 交 的 基 函 
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数 。 令 
V = { 关 (z) 的 线性 组 合 ,k € ZI 
闭 区 闻 上 的 连续 函数 f(z) 在 V; 上 的 (近似 ) 展 开 是 
f(z) = 27(z), bi (T)) * Hn(T) 
可 以 证 明 
Vin =V;@W, @ 


其 中 W; = {yi (x) 的 线性 组 合 ,上 E Z}, 四 表示 f(z) 在 Vi 上 
的 展开 等 于 它 在 V; 上 的 展开 和 它 在 W; 上 展开 之 和 。 
由 于 


Vin = Vi OW OW;, Vin, Vi, Vi 


相当 于 不 同 的 尺度 ,因此 这 种 分 析 称 为 多 尺度 分 析 。 
多 尺度 分 析 是 小 波 分 析 的 重要 内 容 , 它 在 信号 处 理 中 十 分 有 用 。 
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第 七 节 分形 几何 概观 


分 形 是 20 世纪 初出 现 的 一 种 研究 对 象 ,当时 是 数学 象牙 塔 中 少 
数 奇才 发 现 的 “数学 怪物 ”, 是 不 入 数学 研究 主流 的 “病态 "的 图 形 , 甚 
至 可 以 说 是 一 种 不 登 大 雅之 堂 的 雕 虫 小 技 。 

但 是 到 了 20 世纪 末 , 情 况 出 现 了 根本 性 的 转变 。 今 天 ,分 形 已 
成 为 一 门 严肃 的 数学 分 支 , 成 为 严肃 数学 家 的 研究 对 象 ; 成 为 一 门 艺 
术 , 一 门 有 着 广泛 应 用 的 艺术 ;成 为 一 种 工具 ,图 象 压缩 ` 信 息 传 输 的 
工具 ;成 为 一 种 上 帝 创 造 的 指纹 ,鉴定 特定 的 地 质 纪元 、 矿 脉 类 型 及 
其 含量 的 “指纹 ”。 


1， 分 形 是 一 种 几何 


我 们 熟知 的 几何 是 欧 几 里 得 几何 ,有 较 高 数学 修养 的 还 知道 黎 
曼 几何 , 非 欧 几何 等 等 。 在 这 些 几 何 空间 中 可 以 引进 坐标 架 ,建立 坐 
标 ,也 可 以 引进 维 数 的 概念 。 一 个 物体 的 欧 氏 维 数 是 能 容 下 它 的 空 
间 之 最 低 维 数 ,而 其 拓扑 维 数 则 是 其 独立 坐标 的 个 数 。 

欧 几 里 得 几何 \ 黎 曼 几 何 、 非 欧 几 何等 研究 的 对 象 是 直线 、 圆 , 平 
面 、 球 、 锥 面 等 等 ,这 些 都 是 从 客观 世界 中 抽象 出 来 的 几何 对 象 。 因 
此 也 可 以 说 欧 几 里 得 几何 \ 黎 曼 几何 , 非 欧 几何 等 是 理想 化 了 的 
几何 。 

而 我 们 日 常生 活 中 见 到 的 山 像 锥 又 不 是 锥 , 云 、 树 像 球 又 不 是 
球 , 海 岸 线 、 河 岸 线 像 折 线 又 不 是 折线 。 它 们 都 是 具有 某 种 奇异 性 的 
几何 对 象 ,我 们 将 会 看 到 它们 都 具有 某 种 分 形 结构 。 研 究 物 体 的 分 
形 结构 的 几何 学 称 为 分 形 几 何 。 所 以 ,在 某 种 意义 上 可 以 说 分 形 几 
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何 是 更 接近 现实 的 几何 。 当 欧 几 里 得 几何 、 黎 曼 几 何在 宏观 世界 大 
行 其 道 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何在 宇宙 世界 得 到 应 用 之 时 ,分 形 几何 理 当 
在 微观 世界 大 有 用 武之 地 。 


2. 分 形 的 例子 


(1) Cantor 集 

在 许多 数学 书 中 提 及 的 Cantor 集 ,就 是 一 个 一 维 分 形 。 它 的 构 
造 过 程 为 :将 区 间 [0, 1] 等 分 为 三 ,去 掉 中 间 的 一 段 ,将 左右 两 段 再 
一 分 为 三 去 掉 中 间 一 小 段 ,如 此 重复 ,余下 部 分 的 极限 即 为 Cantor 
集 , 如 图 3.7.1 所 示 。 


图 3.7."1、Cantor 集 的 构造 过 程 

(2) 科 和 雪花 

将 一 条 线段 分 为 三 段 ,以 中 间 一 段 为 一 边 向 外 作 一 等 边 三 角形 ， 
然后 将 这 一 段 去 掉 , 加 上 等 边 三 角形 的 余下 两 边 , 对 所 得 长 度 为 原来 
173 的 四 条 小 线段 重复 上 述 操作 , 即 得 科 和 雪花 ,如 图 3. 7,2 所 示 。 

(3) Sierpinski 地 悉 和 Sierpinski 海绵 

将 一 个 正方 形 等 分 成 9 个 小 正方 形 , 去 掉 中 间 一 个 ,对 其 余 8 个 
重复 上 述 过 程 , 即 得 Sierpinski 地 毯 ,如 图 3. 7. 3 所 示 。 

将 一 个 正方 体 等 分 成 27 个 小 正方 体 ,将 不 在 大 正方 体 棱 边 上 的 
7 个 去 掉 ,对 余下 20 个 重复 上 述 过 程 , 即 得 Sierpinski 海绵 , 如 图 
3.7.4 所 示 。 

(4) 叶子 

它 是 用 一 组 双 曲 和 迭代 函数 对 一 点 进行 随机 和 迭代 得 到 的 ,如 图 
3.7.5 所 示 。 
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pe kr 


图 3.7.2 科 和 雪花 曲线 的 构造 过 程 


图 3.7.4 


图 3.7.5 用 随机 迭代 法 得 到 的 叶 状 图 形 
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(5) Mandelbrot 集 与 Julia 集 

被 誉 为 现代 分 形 之 父 的 B. B. Mandelbrot( 耶 鲁 大 学 教授 ,IBM 
公司 T.J.W 研究 中 心 高 级 研究 员 , 美国 国家 科学 院 院 士 ,美国 艺术 
与 科学 研究 院 院士 ) 对 分 形 下 过 如 下 的 定义 : 

一 个 集合 ,如 果 其 Hausdorff 维 数 ( 一 种 分 维 ) 严 格 大 于 其 拓扑 
维 , 则 称 该 集合 为 分 形 集 。 

下 面 我 们 来 考察 几 种 由 极其 简单 的 迭代 法 则 生成 的 具有 意 想 不 
到 的 复杂 结构 的 分 形 图 。 考 虑 复 函 数 ( 复 映射 ) ; 


f(z, c, Pp)= z+e 
我 们 将 所 有 迭代 式 序列 有 界 的 点 集 之 边界 集 
J(p, ¢) = 3fz: z, f(z), fe(z), …, f(z),… 有 界 | 


称 为 座 立 雅 (Julia,1920) 集 ,而 将 使 得 弥 立 雅 集 J(p, c) 连 通 的 所 有 
复数 c 的 集合 称 为 曼 特 勃 洛 托 (Mandelbrot,1980) 集 。 


图 3.7.6， 曼 特 勃 洛 托 集 及 其 七 级 放大 区 域 图 


图 3.7.6 展示 了 虹 特 勃 洛 托 集 及 其 七 级 放大 区 域 (白色 表示 集 
合 内 部 区 域 , 灰 黑 色 表 示 集合 附近 区 域 ,有 黑色 条 纹 处 为 远离 集合 的 
区 域 ) ,难怪 人 们 要 将 最 特 勃 洛 托 集 称 为 数学 恐龙 。 而 图 3. 7. 7 则 展 
示 了 曼 特 勃 洛 托 集 与 玫 立 雅 集 之 间 的 关系 。Peitgen 曾 将 它们 之 间 
的 关系 比 作 书 和 页 , 曼 特 勃 洛 托 集 是 一 本 巨大 的 书 ,而 一 个 发 立 雅 集 
只 是 其 中 的 一 页 。 根 据点 c 在 曼 特 勃 洛 托 集 中 的 位 置 就 能 够 顶 测 相 
应 的 缆 立 雅 集 的 外 形 及 大 小 。 曼 特 勃 洛 托 集 是 一 本 可 以 查阅 所 有 洲 
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立 雅 集 的 词典 。 故 立 雅 集 有 自 相 似 性 质 , 而 曼 特 勃 洛 托 集 没有 这 种 
性 质 。 
ak ec 
~ 入 部 ~ | } 
| | 
图 3.7. 


7 曼 特 勃 将 托 集 与 琢 立 雅 集 


3. 分 形 的 维 数 


让 我 们 先 来 看 看 几何 对 象 的 维 数 是 如 何 定义 的 。 

维 数 与 测量 有 密切 关系 ,测量 一 个 几何 图 形 时 要 用 一 个 与 图 形 
的 维 数 4 相 一 致 的 “单位 ”4"(n 二 d) 去 测 , 才 会 有 确定 的 结果 。 例 
如 , 量 体 积 要 用 立方 体 为 单位 , 量 面积 要 用 正方 形 8 为 单位 , 量 长 
度 要 用 线段 /为 单位 ,等 等 。 如 果 “ 单 位 "的 维 数 与 几何 图 形 的 维 
数 4 不 相等 的 话 ,那么 n 二 d 时 结果 为 无 穷 大 ; n >> 4d 时 结果 为 零 。 
也 就 是 说 , 当 n 隆 4 时 ,这 个 “单位 "不 能 用 来 测量 几何 图 形 。 

事实 上 ,几何 与 尺度 是 密切 相关 的 。 首 先 让 我 们 来 观察 长 度 和 
维 数 与 尺度 的 关系 。 

如 果 让 两 个 小 组 来 度量 长 江 的 长 度 ,其 中 一 组 以 10 米 为 单位 ， 
而 另 一 组 以 1 厘米 为 单位 。 最 后 我 们 发 现 ,两 个 小 组 量 得 的 长 度 有 
很 大 的 差别 ,后 一 组 所 量 得 的 长 度 要 比 前 一 组 量 得 的 大 得 多 。 这 是 
因为 河岸 线 ,海岸线 都 具有 分 形 结构 , 当 度量 单位 趋 于 零 时 其 长 度 趋 
于 无 穷 大 。 

让 我 们 再 来 考察 一 个 毛线 球 的 维 数 。 我 们 先 在 200 米 的 距离 上 
来 观看 它 ,这 时 它 是 一 个 点 ,是 零 维 的 。 其 次 在 20 米 的 距离 上 来 观 
看 它 , 这 时 它 是 一 个 球 ,是 3 维 的 。 再 在 2 米 的 距离 上 来 观看 它 , 这 
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时 它 是 由 毛线 绕 成 的 一 个 球 , 是 1 维 的 。 最 后 在 2 厘米 的 距离 上 来 
观看 它 ,这 时 可 发 现 绕 成 球 的 毛线 是 由 干 丝 万 缕 的 绒毛 按 相似 的 结 
构 织 成 的 。 

分 形 维 数 的 定义 有 很 多 种 ,如 :Hausdorff 维 数 . 自 相 似 维 、 容 量 
维 、 信 息 维 、 关 联 维 、Lyapunov 维 、 盒 子 维 等 等 。 下 面 我 们 给 出 自 相 
似 维和 盒子 维 的 定义 。 

定义 1 苦 4E R" 总 可 以 逐 级 分 成 N 个 同样 大 小 的 与 原 集合 


相似 的 子 集 ,每 次 的 缩小 因子 为 二 , 则 称 


_lnN 
Ds = 下 
为 A 的 自 相似 维 数 。 
例如 ,Koch 曲线 的 自 相似 维 数 为 Ds = E24 = 1. 2619, Sierpin- 


ski 三 角形 的 自 相似 维 数 为 D; = 3 = 1.585。 


定义 2 设 AC R", 用 边 长 为 玄 的 小 盒子 去 覆盖 A, N,(A4) 表 
示 盖 满 A 所 需 的 最 少 盒子 数 , 则 称 


ln N, (A) 


He lm ln 2" 


为 A 的 盒子 维 。 
盒子 维 是 目前 应 用 最 广泛 的 一 种 维 数 ,这 主要 是 因为 它 非常 容 
易 由 计算 机 求 得 。 若 将 边 长 为 去 的 小 盒子 改 为 半径 为 e 的 小 球 , 则 


得 到 容量 维 。 
4. 分 形 的 应 用 


分 形 理论 已 经 得 到 了 广泛 的 应 用 ,例如 在 装饰 设计 、 图 象 压缩、 
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地 质 和 采矿 勘探 等 领域 的 应 用 已 产生 了 巨大 的 经 济 效益 。 下 面 我 们 
介绍 吸引 子 定理 在 图 形 模拟 及 构造 分 形 中 的 应 用 。 其 原理 是 构建 一 
组 适当 的 线性 迭代 映射 的 和 


fi(z)= AztE,i=1,2.n 
利用 计算 机 快速 迭代 出 各 种 图 形 , 如 蒙 娜 丽 莎 的 像 
设 (X，d) 为 距离 空间 , 0 二 ;二 1, 车 映射 wv: XXX 满足 
d(w(z)—w(y)) < Ad(z, y), I, y E X, 


则 称 w 为 压缩 映射 。 
显 见 平面 上 的 一 个 线性 变换 
Q e 
uw(z) = Ar+E,A= ( 2 E= 全 


至 多 有 6 个 参数 ,从 而 3 个 初始 点 及 其 象 点 可 唯一 地 确定 一 个 线性 


变换 。 
若 w(z) = Aiz 十 E; 为 线性 压缩 映射 , 则 称 


{X; wi, i=1,.…, N|} 
为 双 曲 迭代 函数 系 。 
在 平面 上 的 一 个 双 曲 迭代 函数 系 至 多 有 6N 个 参数 。 
吸引 子 定理 “ 若 |X; w;, i = 1, …，N| 为 一 组 双 曲 迭代 函数 


系 , 则 集合 映射 
W(B) = w(B) Uw(B) UU wx(B), BCX 
也 是 压缩 映射 ,从 而 存在 唯一 不 动 点 DC X( 即 W(D) = D), 且 对 
任意 BCX， 
W"(B) = W(W 一 )(B) 一 D,72 一 co 
称 不 动 点 D 为 双 曲 迭代 函数 系 的 吸引 子 。 
这 里 ,集合 间 的 距离 为 Hausdorff 距离 h: 


d(z, B) = minid(z, >): yE BI} 
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d(A, B) = maxid(z, B): zeEA4Al 
h(A, B) = maxld(A, B): da(B, A)} 
现在 介绍 用 确定 法 在 平面 R* 上 生成 吸引 子 的 步 台 和 例子 : 
1) 任 取 平面 上 一 个 集合 A。， 
2) 计算 ww(4o) 和 4 =U w(Ao)， 
3) 擦 去 A。 并 打上 A, ， 
4) 计算 wi(Ai) 和 A; =U w(Al), 
5) 重复 (c) 和 (d) 共 mw 次 ,m 足够 大 。 
例 Sierpinski 三 角形 的 生成 过 程 。 
若 取 定 双 曲 迭代 函数 系 为 : 


Wi:wn(T, y) = 村 3 wi (IT, y) = 党 
wa :Wa (I, y) 一 到 二 5 wz(X, 3) 一 这 
ws :wa(r, y) 一 于， wa(Zx, 3) 一 3 


则 显示 每 个 w 将 一 个 正方 形变 为 一 个 面积 为 原来 邯 的 小 正方 形 。 


再 取 初始 集合 为 (zx, y):0 之 x 之 10, 一 10 之 y<<0| (也 可 任 取 )， 
即 可 得 到 如 图 3. 7. 8 所 示 的 Sierpinski 三 角形 。 


图 3.7.8 ”用 确定 法 生成 Sierpinski 三 角形 的 过 程 
282 现代 数学 大 现 


除 确定 法 外 ,生成 分 形 图 象 的 其 他 方法 还 有 随机 迭代 法 , 脱 胀 
法 等 。 
下 面 考虑 反问 题 : 已 知 分 形 或 某 图 形 (总 可 将 其 视 为 一 个 分 形 )， 
求 双 曲 迭代 函数 系 。 这 时 我 们 可 以 应 用 拼 贴 定理 , 即 利用 公式 
D=W(D) = w(D) U w(D) U … U wx(D) 


形象 地 说 ,如 果 试 图 找 一 个 IFS( 和 迭代 函数 系 ) ,使 其 吸引 子 与 某 
给 定 的 集合 相似 或 相近 ,我 们 必须 找 一 组 压缩 仿 射 变换 ,使 得 将 给 定 
集合 分 别 被 各 个 压缩 映射 变换 后 的 象 (为 其 自身 的 各 个 小 “拷贝 ") 能 
够 拼 贴 成 一 个 集合 ,并 且 该 集合 在 Hausdorff 距离 下 尽量 地 相近 于 
原来 给 定 的 集合 。 

对 于 一 幅 很 复杂 的 图 像 ,如 果 找 到 了 一 个 可 近似 该 图 形 的 IFS， 
其 中 含有 N 个 线性 变换 , 则 只 需 确定 3N 个 点 及 其 象 ,或 至 多 6N 个 
参数 即 可 确定 或 传输 这 幅 图 像 。 这 无 疑 会 大 大 降低 数据 量 。 

由 上 例 中 双 曲 迭代 函数 w, 的 几何 意义 , 知 上 面 Sierpinski 三 角 
形 的 生成 过 程 及 后 面 的 习题 2 和 3 可 作为 已 知 分 形 或 某 图 形 求 双 曲 
迭代 函数 系 的 例子 。 


5. 分 形 进 入 中 学 数学 误 党 


分 形 不 仅 可 以 进入 大 学 生 的 数学 实验 课 , 还 完全 可 以 进入 中 学 
数学 课堂 。 它 有 助 于 学 生 更 好 地 认识 世界 的 复杂 性 ,多 样 性 , 自 相似 
性 ,对 称 性 ,并 在 进一步 体验 到 世界 之 美妙 的 同时 ,更 好 地 理解 数学 、 
喜爱 数学 ,提高 数学 的 应 用 能 力 ,增强 创造 能 力 和 想象 能 力 。 

例如 中 学 生 熟 悉 的 方程 x 一 z 一 0.5 一 0 的 两 个 实 根 z 一 


1 二 低 可 视 为 迁 代 映射 


2 
Tau 一 Is 一 0.5 


的 两 个 不 动 点, 其 中 1 二 是 不 稳定 的 ,而 二 下 和 无 穷 远 是 叹 


引子 。 
将 此 迄 代 映 射 推广 到 复 平面 上 : 


zuu 一 zud2 十 c 
即 (z+iy)w 一 (zz 十 iy)s2 十 (ze 十 iyo) 

当 取 ze 十 ip = 一 0.1 十 0. 6i 时 ,初始 点 zo 十 iyo 二 0.4 十 0.7i 的 
轨道 (迭代 点 列 ) 是 发 散 趋 于 无 穷 的 ;初始 点 xo 十 iyo = 0.2 十 0. 3i 的 
选 代 点 列 是 收敛 的 。 事 实 上 ， 

zi 十 iy 一 一 0.15 十 0.72i 
ie 十 iyo 一 一 0.1240 十 0.540 6i 
Zos + iyss 一 一 0.2218 十 0.415 3i 
Zo 十 iye 一 一 0.223 3 十 0.415 7i 


根据 以 上 迭代 公式 编程 并 进行 迭代 绘图 ,对 不 同 的 值 即 可 得 
到 各 种 不 同 的 吸引 域 和 刘 立 雅 集 , 详 见 参考 文献 [5]。 


结 语 


“病态 "的 几何 结构 原本 是 极其 自然 的 ,自然 界 的 许多 东西 的 几 
何 图 形 可 以 由 极其 简单 的 演化 规则 演化 而 成 。 分 形 理论 有 助 于 解释 
为 什么 少量 的 遗传 物质 (遗传 密码 ) 可 以 发 育成 极其 复杂 的 结构 , 正 
如 一 条 Peano 曲线 可 以 “ 填 满 " 一 个 正方 形 , 占 人 体 5% 的 血管 布 满 
了 人 体 的 每 一 部 分 一 样 。 作 为 一 门 有 着 广泛 应 用 的 数学 分 支 ,分 形 
已 经 进入 各 门 科学 ,进入 学 生 的 课堂 ,进入 寻常 百姓 的 日 常生 活 ,其 
至 已 被 制 成 引人入胜 、 启 迪 智 慧 , 老 少 皆 宜 、 百 看 不 厌 的 “连环 画 ”。 


练习 

1. 计算 Sierpinski 垫 片 的 分 维 数 。 

2. 已 知 Sierpinski 三 角形 位 于 区 域 {z 宇 0, > 过 0， Z 十 y 妇 20} 
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之 中 , 试 求生 成 此 分 形 的 途 代 函数 系 。 
提示 : N = 3, 先 在 两 个 方向 上 各 压缩 至 去 ,再 将 原点 分 别 平移 


至 (0, 0), (0, 10) 和 (10, 0) ,初始 正方 形 为 [1, 20] x [1, 20]。 

3. 试 求生 成 Koch 曲线 的 迭代 函数 系 (位 于 矩形 [0, 3] X [0， 
1] 内 )。 

提示 : N = 4, 先 在 两 个 方向 上 各 压缩 至 1/3 ,然后 对 rw , wo 将 
原点 分 别 平移 至 (0, 0) 和 (2, 0); 对 ws 先 旋转 x/3, 再 平移 (1, 0); 
zw 先 平移 (一 1, 0) ,再 旋转 一 x/3, 再 平移 (2, 0)。 

w3，ws 也 可 用 三 点 确定 一 个 线性 映射 来 给 出 。ws 分 别 映 
(0, 0), (0, 3) 和 (3, 0) 为 (1, 0), (1 一 V3/2, 1/2) 和 (3/2, V3/2)， 
ws 分 别 映 (0, 0), (0, 3) 和 (3, 3) 为 (3/2, V3/2), (2, 0) 和 (2 十 
V2/2, 1/2)。 


参考 文献 

[1] 奇妙 的 分 形 . 吴 宝 丰 、 囊 震 东 . 数学 教学 ,2000 年 第 3 期 ,28 一 30. 

[2] 潘 金贵 艾 早 阳 . 分 形 艺术 程序 设计 . 南京 大 学 出 版 社 ,1998. 

[3] 王 东 生 、 曹 磊 . 混沌 ,分 形 及 其 应 用 . 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 ,1995. 
[4] 高 安 秀 树 . 分 数 维 . 沈 步 明 ^ 常 子 文 译 . 地 震 出 版 社 ,1994. 


] 
] 
] 
[5] Math in School, 23:3(1994), 3—7. 


第 三 章 第 七 节 分 形 几 何 概 观 285 


第 八 节 ”混沌 现象 : 非 线性 数学 


在 我 们 生活 的 这 个 真实 的 世界 中 ,混沌 现象 无 时 不 有 ,无 处 不 
在 。 为 什么 天 气 变化 存在 着 不 可 预测 性 ? 为 什么 气体 和 流体 会 从 平 
稳 流动 突然 变 为 率 流 ? 为 什么 两 个 形式 和 意义 极 不 相同 的 迭代 方程 
的 相 邻 倍 周 期 参数 值 的 比率 收敛 于 同一 个 Feigenbaum 常数 ? 这 就 
是 混沌 在 起 作用 。 人 们 预感 到 ,这 些 深奥 问题 的 解决 很 可 能 揭示 大 
自然 更 深 一 层 的 规律 。 

正 是 对 这 些 问 题 的 研究 ,诞生 了 一 门 新 的 科学 一 一 混沌 学 。 混 
沌 学 目前 在 各 个 领域 都 得 到 广泛 的 应 用 ,正如 混沌 学 倡导 者 之 一 的 
M. Shlesinger 所 说 :“20 世纪 科学 将 永远 铭记 的 只 有 三 件 事 , 那 就 是 
相对 论 .量子 力学 和 混沌 。 

早 在 公元 前 560 年 左右 ,我 国 古代 思想 家 老子 就 提出 了 宇宙 起 
源 于 混沌 的 哲学 思想 。 而 公元 前 450 年 左右 ,古代 哲学 家 庄子 则 把 
混沌 的 思想 引入 政治 学 的 研究 中 。 他 说 :南海 之 帝 为 修 [su, 修 地 ， 
极 快 地 ] ,北海 之 帝 为 忽 [ 灵 敏 ]。 中 央 之 帝 为 混沌 。 

1903 年 ,动力 系统 的 创始 人 Poincare 首先 在 他 的 研究 工作 中 指 
出 了 混沌 存在 的 可 能 性 。1954 年 ,前 苏联 概率 论 大 师 A. N. Kol- 
mogorov 的 工作 也 为 混沌 思想 的 萌芽 作出 了 突出 的 贡献 。 但 真正 的 
混沌 研究 开始 于 20 世纪 60 年 代 。Lorenz 用 一 台 原始 计算 机 研究 
气候 的 变化 ,发 现 了 气候 不 能 精确 重演 ,小 的 变化 可 以 放大 为 大 的 变 
化 , 即 对 初始 条 件 的 极端 敏感 性 ,如 著名 的 蝴蝶 效应 :巴西 一 只 蝴蝶 
翅膀 的 振动 会 引起 纽约 的 一 场 大 雨 。 

20 世纪 70 年 代 是 混沌 发 展 史 上 成 果 辉 煌 的 年 代 。 李 天 岩 、]. 
Yoke 在 1975 年 证 明了 “周期 3 隐 含 着 混沌 "; 1975 年 生物 学 家 R. 
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May 在 《自然 } 杂 志 上 发 表 文 章 证 明了 简单 确定 的 数学 模型 可 以 产 
生 类 似 于 随机 的 混沌 行为 ,但 混沌 中 又 有 惊人 的 有 序 性 。1978 年 ， 
M.J. Feigenbaum 揭示 了 一 类 一 维 非 线性 映射 在 通过 倍 周期 分 叉 演 
变 到 混沌 的 过 程 中 有 两 个 所 谓 的 普 适 常数 一 一 Feigenbaum 常数 。 
一 方面 是 普 适 的 铁定 的 规律 ;一 方面 是 混沌 ,它们 相辅相成 。 与 此 同 
时 ,经济 学 家 们 在 尝试 用 混沌 的 思想 和 方法 来 研究 股票 价格 变动 的 
大 致 规律 。 

20 世纪 80 年 代 混沌 学 进一步 发 展 。 有 关 混 汪 研 究 的 学 术 会 议 
一 场 接 一 场 ,相应 的 学 术 研 究 刊 物 接二连三 地 创刊 。1980 年 ,数学 
家 Mandelbrot 在 IBM 研究 中 心 的 计算 机 上 绘 出 了 第 一 张 精 美 绝 
伦 、 复 杂 无 比 ,被 称 为 “数学 恐龙 "的 Mandelbrot 集 的 图 像 。 从 此 这 
种 图 像 便 成 为 混沌 的 标志 。1986 年 , 徐 京华 院士 提出 神经 网 络 中 存 
在 混沌 ,入 脑 是 一 个 复杂 的 多 层次 的 混沌 动力 系统 。 混 沌 不 是 病态 ， 
混沌 萌生 信息 。 正 常人 的 脑 思 维 是 混沌 的 ,而 白 阁 的 脑 活动 几乎 没 
有 混沌 。 

20 世纪 90 年 代 , 混沌 科学 向 其 他 科学 进一步 渗透 ,混沌 在 生 
物 、 生 理 \ 心 理 、 物 理化 学 电子、 信息 \ 天 文 `. 气 象 . 经 济 、 音 乐 ` 艺 术 
等 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 


1. 二 次 函数 产生 的 混沌 


让 我 们 从 昆虫 的 繁殖 说 起 。 夏 日 的 蝉 是 每 年 都 会 看 见 的 ,但 品 
种 繁多 。 有 一 种 十 七 年 蝉 ,成 虫 只 活 几 星期 ,然后 产 下 大 量 卵 ,孵化 
成 幼虫 后 钻 入 地 下 , 附 在 树 根 上 17 年 ,然后 再 羽化 成 蝉 。 因 此 这 种 
蝉 每 17 年 大 量 出 现 一 次 ,此 外 还 有 13 年 蝉 .7 年 蝉 、4 年 蝉 等 。 

描写 昆虫 种 群 的 变化 ,可 以 通过 和 迭代 方程 zn = f(x,) 来 描述 。 
数学 上 最 常 处 理 的 是 下 述 迭代 关系 (由 二 次 函数 9(1 一) 作成 ): 


zi = Ars(l—z), 0ZAS4,n=1, Sa 


我 们 设 z, 是 某 昆 虫 种 群 第 代 的 虫口 数 , f(z) 是 它 的 繁殖 曲 
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线 , 那 么 将 有 
Tn = f(x) 一 Arzs)) 一 人 一 7CAFGzo)…) 
了 2 


以 后 记 广 为 的 n 次 复合 。 称 zo 是 产 (z) 的 不 动 点 , 若 
f(z0)= zo 


我 们 也 称 zo 是 f(z) 的 周期 点 。 下 面 分 析 和 迭代 情形 。 
1)0<<4 二 1, f(z) = 兴 (1 一 xz) 有 两 个 不 动 点 ,因为 


z=Ar(1—z) 
的 解 是 


人 RE 
0 和 zz i 2 


此 时 xz” 二 0 不合 题 意 , 故 只 有 xz”= 0 是 不 动 点 。 从 图 形 上 
看 ,不 动 点 z 就 是 f(x) 和 y= 的 
交点 处 的 横 坐 标 。 任 何 初 值 zx。 经 
过 迭代 后 都 会 收敛 于 不 动 点 0( 见 
图 3. 8. 1)。 

2) 1 二 4 二 3, 此 时 f(z) = 
Ar(1 一 x) 仍 有 两 个 不 动 点 


1 


一 0,z 一 1 一 二 
I 并 A 


任 取 初 始 值 zo, 先 代 后 一 定 收 
敛 于 1 一 地 0 虽然 也 是 不 动 点 ,但 是 任何 不 为 零 的 初始 值 z ,无 论 
如 何 接近 于 零 , 却 不 会 收敛 于 0 点 ,而 会 收敛 于 1 一 i。 这 时 0 是 排 


斥 子 , 1 一 元 是 吸引 子 ( 见 图 3. 8. 2)。 
3) 3 二 4 二 1 十 V6 3.449, 这 时 的 不 动 点 仍 为 
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1 
0 全 
和 1 


二 


zz, 不 收敛 于 0, 也 不 收敛 于 1 -- 工 , 而 是 在 两 个 点 的 附近 来 回 变动 
( 见 图 3. 8. 3)。 


但 它们 都 是 排斥 子 。 我 们 从 图 3. 8. 3 中 可 看 出 ,由 初 值 zx 出 发 得 出 


a 


el 


A 


图 3.8.2 


经 计算 ,这 两 个 点 是 
f(z)=f(f(7)) = Xz(1—z)[1—Az(1—z)] 
的 不 动 点 , 它 有 4 个 解 : 


0 1= 二, 和 去 (1 + 十 VRTITTOQT357) 
这 说 明 当 》 > 3 后 ,不 动 点 1 一 并 由 吸引 子 转 为 排斥 子 ,同时 派生 出 
两 个 吸引 的 2 周期 点 : 
zi 去 (1 +M+TVCGTIUCGT57) 


zn 一直 (0 +4 一 VQTIGTS)) 


f(zn) = Zl12, f(z12) = Zn 
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f(f(zrn)) = zn, f(f(zn)) = zs 
@1+V6 二 4 二 3.544, 这 时 两 个 2 周期 点 又 将 分 化 为 四 个 4 周 


期 点 : 
0.875 0 <—0. 500 9 | 


随 着 4 的 增 大 ,了 的 周期 点 个 数 不 断 增加 。 这 种 一 分 为 二 ,二 分 
为 四 的 过 程 , 称 为 分 歧 过程 。 参 数 3 是 一 分 为 二 的 分 歧 值 , 1 十 V6 是 
二 分 为 四 的 分 歧 值 。 可 以 算出 , 4 = 3.544，3. 564 时 分 别 是 四 分 为 
八 , 八 分 为 十 六 的 分 歧 值 。 这 一 分 歧 过 程 会 不 断 发 生 , 分 歧 值 越 来 越 
靠近 ,收敛 于 = 3. 569 945 972 时 ,出 现 周 期 为 co 的 解 ,此 时 即 进入 
混沌 状态 ,任何 初 值 的 迭代 都 不 会 收 仇 于 有 限 的 值 ( 吸 引子 ),z, 将 
在 整个 [0, 1] 上 游荡 ,好 像 可 以 随机 地 出 现在 任何 位 置 上 ,完全 没有 
规律 可 循 。 

这 自然 是 一 个 深刻 的 发 现 。 从 确定 的 现象 (一 个 二 次 函数 好 
(1 一 z)) 通过 迭代 居然 能 产生 出 随机 性 现象 ,这 就 把 两 种 完全 不 同 
类 型 的 数学 问题 沟通 起 来 了 。 这 个 深刻 的 发 现 ,使 人 不 禁 感叹 大 自 
然 规律 的 神奇 。 

事情 尚未 到 此 完结 , 70 年 代 末 期 ,美国 康 奈 尔 大 学 的 菲 根 鲍 姆 
(Feigenbaum) 从 上 述 的 迭代 过 程 中 发 现 了 普 适 常数 4. 669 201 629 
…, 见 下 表 : 


A 0.382 8 —>0. 826 9 


周期 倍 化 分 歧 中 间距 比值 变化 情况 


间距 比值 


加 一 Mr- 


Amt1 — Am 

3 
3. 449 489 743 4.751 466 
3. 544 090 359 4.656 251 


4.668 242 


3. 564 407 266 
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{ 续 表 } 


间距 比值 
hn — Am 1 


分 歧 情 况 分 歧 值 


7 一 各 

5 16 分 为 322 | 。 3.568759 420 4.668 74 

6 | ”32 分 为 64 | 3.569691610 | 4.6691 
混沌 3.569 945 972 4. 669 201 629 


菲 根 鲍 姆 对 许多 和 迭代 函数 进行 了 大 量 的 计算 , 都 得 到 
4.669 201 629… 这 个 数 ,这 决 非 巧 合 。 尽 管 目前 还 不 清楚 这 个 数 的 
本 质 , 但 学 术 界 倾向 于 认为 它 是 自然 界 中 的 普 适 常数 ,此 即 著 名 的 菲 
根 鲍 姆 常数 。 

现在 世界 上 至 少 有 几 干 名 学 者 热衷 于 混沌 理论 ,期 望 这 一 现象 
的 研究 会 揭示 宇宙 的 奥秘 。 


2. 周期 3 则 乱七八糟 


让 我 们 回 到 数学 上 来 。1974 年 4 月 的 一 天 ,美国 马里 兰 大 学 的 
博士 研究 生 李 天 岩 走 进 他 的 导师 一 一 约克 (J. A. Yorke) 教 授 的 办 公 
室 , 约 克 随 口 对 李 天 岩 说 :“ 试 试 区 间 和 迭代 怎么 样 ?" 一 个 星期 以 后 , 李 
天 岩 证 明了 如 下 争 果 : 

定理 若 f(x) 是 区 间 [a, 6] 上 的 连续 自 映 射 , 且 有 一 个 3 周期 
点 , 则 对 任何 正 整数 > 3, 都 有 周期 点 。 家 

这 一 定理 看 上 去 很 简单 , 李 天 岩 和 约克 联名 向 《美国 数学 月 刊 》 
投稿 。 这 是 一 本 中 级 数学 杂志 ,在 1975 年 出 版 的 第 82 卷 第 985 页 
至 992 页 上 李 天 岩 和 约克 的 文章 登 了 出 来 。 题 目 是 “Period Three 
Implies Chaos” , 按 李 天 岩 本 人 的 译 法 就 是 “周期 3 则 乱七八糟 "。 这 
篇 不 起 眼 的 小 文章 , 由 于 通俗 易 懂 , 读 者 很 多 ,物理 学 家 也 接受 了 。 
随 之 而 来 的 便 是 Chaos 热 (Chaos 中 译 为 混沌 )。 现 在 , 它 已 发 展 为 
研究 混乱 现象 ( 汕 流 、 分 形 ) 的 基础 理论 了 。 
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这 个 定理 的 结论 虽然 很 简单 ,但 是 并 不 直观 。 试 看 下 图 中 的 函 
数 , 它 虽 然 有 一 个 3 周期 点 0: 


7(o) = 去 , /( 却 )= 1, f(D) = 


但 你 能 看 得 出 来 , 它 会 有 4 周期 点 ,5 周期 点 ,以 至 对 任意 nn 的 n 
周期 点 ? 显然 这 不 是 靠 直观 能 办 到 的 事 , 必 须 用 数学 的 方法 严格 证 
明 。( 这 个 定理 的 证 明 并 不 难 , 主 要 用 初等 方法 。 有 兴趣 的 读者 可 参 
看 1985 年 的 《自然 杂志 》 上 刊登 的 “从 平凡 的 事实 到 惊人 的 定理 ”) 


3. 混沌 的 定义 


(1) 李 一 约克 的 定义 
记 了 为 区 间 , 映 射 f: 1 一 尺 连 续 , f(z) = f(f(z)), f(z) 一 
f(f"m(z)), 称 


Orbs(z) = 4, f(z), f(z), x, fz), ,f(z), 


为 过 z 的 轨道 。 
若 f(z) = z, 则 称 zx 为 的 不 动 点 。 若 
f(z)=zx, f(r)A7x,i=1,.,n—l 
则 称 z 为 六 的 一 周期 点 , 称 为 周期 。 用 了 (了 ) 委 示 了 的 全 体 周 其 


集合 ,P( 了 ) 为 的 周期 点 集合 。 
定义 1 假设 T(f) = N ( 正 整 数 集 ) , 且 存在 不 可 数 集 SC 1， 


使 得 
1) 对 任意 zx、y€ S, 工 天 》， 


liminf | f(z)— f°(») I=0 
lim sup | F(z)—7F(y) I>0 


2) 对 任意 zxE 5, y € P(7/)， 
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lim sup | f(z)— f(y) |>0 


则 称 f 为 混沌 的 。 

在 此 定义 下 , 李 一 约 克 证 明了 3 € T(7f) 隐 含 着 混沌 。 后 来 人 们 
发 现 , 李 一 约克 结果 中 的 一 部 分 是 俄罗斯 数学 家 Sarkovskii 于 1964 
年 获得 的 下 述 定理 的 推论 。 

将 全 体 自然 数 按 所 谓 Sarkovskii 序 从 小 到 大 排列 如 下 : 


3， Ss 本 
3X2， SK 7X2， 
又 型， 5 X22 VL 
os 2:, 2， 1 


Sarkovskii 定理 若 m 二 n, mE€ T(f), 则 n€ T(f)。 

尽管 如 此 , 李 一 约克 结果 的 贡献 不 容 低 估 。 关 于 线段 上 的 连续 
自 映射 ,特别 是 Logistic 映射 ,迄今 已 发 表 近 2 000 篇 论文 ,其 中 有 
许多 引人入胜 的 结果 ,如 混沌 的 存在 域 .导致 混沌 的 途径 一 一 倍 周 期 
分 又 、 鞍 结 点 分 又 、Feigenbaum 常数 等 等 。 有 兴趣 的 参见 文献 
[1] 等 。 

李 一 约克 的 定义 不 尽 完美 , 且 局 限于 线段 映射 。 下 面 给 出 两 种 
更 为 严谨 的 定义 。 

(2) 拓扑 传递 

定义 2 设 f: MM 连续 , 若 存在 xE M 使 得 轨道 Orpyr(z) 的 
闭 包 等 于 M, 也 即 M 中 存在 了 的 一 条 稠密 轨道 , 则 称 f 是 拓扑 传 
递 的 。 

可 证 ,f 是 拓扑 传递 的 当 且 仅 当 对 任意 非 空 开 集 U, VC M, 存 
在 N= N(U,V), 使 得 户 (U) 人 V2。 

(3) 拓扑 混合 

定义 3 了 是 拓扑 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 非 空 开 集 U, VC M， 
存在 N = N(U,V) ,使 当 z > N 时 ,让 (U) mV 弛 。 

理解 拓扑 混合 的 最 好 的 例子 是 揉 面 团 。 当 面团 充分 揉 合 时 , 原 
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来 任意 两 处 的 小 面团 都 充分 换 和 在 一 起 。 若 在 任意 两 处 分 别 滴 上 
红 、 绿 两 种 颜料 ,经 充分 揉 合 后 两 块 颜料 变 成 红 、` 绿 细 丝 看 似 紊乱 其 
实 又 很 有 规则 地 缠绕 在 一 起 。 揉 合 越 充分 , 则 缠绕 得 越 混乱 。 

容易 看 出 ,拓扑 混合 隐 含 着 拓扑 传递 。 在 动力 系统 中 ,通常 把 具 
有 拓扑 混合 性 质 的 动力 学 性 态 称 为 混沌 。 


4. 符号 动力 系统 和 马蹄 映射 


直接 通过 验证 拓扑 混合 去 判定 一 个 系统 是 否 混沌 是 很 困难 的 。 
下 面 介 绍 一 种 研究 混沌 的 最 简单 .最 理想 的 数学 模型 一 符号 动力 
系统 。 

记 Sw = |1, 2,，…，N}, 赋 以 离散 拓扑 ( 即 每 个 孤立 点 都 既是 
开 集 ,又 是 闭 集 ),Sx 成 为 拓扑 空间 。 定 义 双边 符号 序列 空间 


Zu = la: a = …a_，…a-icoai…ao…，ai €E Sn,i€ Z|} 
对 任意 a € En,s 世 7, 称 
I,(a) = aamar 
为 a 的 sr 节 段 , r 一 :为 其 长 度 。 称 
H,(a) = fw: I,(w) = I,(a)} 


为 a 的 相应 于 节 段 I,(a) 的 柱状 邻 域 。 而 称 UC Zw 为 开 集 , 若 对 任 
意 a EU 存在 s, ,入 ,使 
H,(a) CU 
在 上 述 定义 下 ,3 是 紧 致 的 Hausdorff 空间 。 这 里 ,柱状 邻 域 
H,(a) 相 当 于 欧 氏 空间 中 的 球状 邻 域 。r 一 s 越 大 , 邻 域 越 小 。 
在 Zw 中 引进 距离 


d(a, 6) = Fae,, b)/2", a, bE ZE, 


294 观 化 数学 大 现 


ll 


易 证 En 同 胚 于 一 个 Cantor 集 , 即 在 Zw 与 某 Cantor 集 之 间 存 
在 着 一 个 一 一 对 应 ,使 得 h 和 hh“!' 都 是 连续 的 。 为 直观 地 理解 Zv 
的 Cantor 集结 构 ,让 我 们 将 区 间 [= [0, 1] 作 2N 一 1 等 分 , 取 其 中 
不 相 邻 的 N 段 ; 再 将 其 中 的 每 一 段 作 2N 一 1 等 分 ,再 取 其 中 不 相 邻 
的 N 7 段 ;…… 无 限 重复 。 最 后 生成 的 点 集 称 为 Cantor 2N 一 1 分集 ， 
记 为 CN。 不 难看 出 存在 着 同 胚 h: ZN 一 CNo 

在 ZN 上 定义 移 位 映 躺 c: ZN Zn, 


aa(al, o(a)i=am,i€Z 
即 De er Ny 
o(a) = .a 1 "do aa2…QnH 


可 以 证 明 互 (c) = En, c: Ex ~ Ew 是 拓扑 传递 的 和 拓扑 混合 
的 , 故 e 具有 极其 复杂 的 动力 学 行为 。 

这 里 ,我 们 构造 性 地 证 明 vc 有 一 条 稠密 轨道 。 对 & 一 0, 1， 
2, … 取 aeE zw, 使 4 的 所 有 长 度 为 的 节 段 取 遍 Sw 中 所 有 A 十 1 
个 元 素 ( 可 重复 ) 的 所 有 不 同 的 排列 , 则 它 可 遍历 2x 中 的 任意 柱状 
邻 域 。 

对 映射 f: M 一 M, 若 能 证 明 其 存在 不 变 集 A ( 即 f(A) = A)， 
使 得 f1s 与 o 是 拓扑 共 轮 的 , 即 存在 同 胚 h: A 一 Zw， 使 得 

ho flsa=o°h 


则 称 了 以 移 位 映射 为 其 子 系统 ,或 称 具有 移 位 不 变 集 A, 从 而 了 |。 
是 混沌 的 。 

由 六 。 户 = o ,大 知 ,拓扑 共 酌 的 两 个 系统 的 轨道 一 一 对 应 。 故 
以 移 位 映射 为 其 子 系统 已 成 为 混沌 的 代名词 。 

下 面 介 绍 一 种 最 简单 的 以 移 位 英 射 为 其 子 系统 的 动力 系统 一 一 
马蹄 映射 ,或 称 Smale 马蹄 ,因而 它 本 身 也 成 了 混沌 的 另 一 个 代 名 
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词 。 其 实 ,所 谓 Smale 马蹄 映射 就 是 一 种 揉 面 团 。 下 面 我 们 将 这 种 
“ 揉 "的 过 程 用 数学 符号 摘 述 出 来 。 
考虑 R* 上 的 正方 形 (相应 于 一 个 面团 ) ， 
I 一 [一 1, 1] x ' 一 1, 1]。 
定义 光滑 映射 f: 工 一 R? (如 图 3. 8.4) : 


如 


图 3.8.4 


先 竖 向 拉 长 为 》 倍 ,横向 压缩 为 w 倍 ,再 如 图 3. 8. 4 折 和 看 成 马蹄 
形 置 于 了 上 (相当 于 将 面团 揉 长 抒 细 ,再 对 折 复 位 ) ,其 中 1 之 2, Ap 去 
1/2。 记 : 


fADNI=V UV, MDNI=HUH, 
Hi= fF" (Vi), H: = f° (V:) 
H;= /ViNH)= HN M(H,) 
Va = f(H; MN Vi)= VN fV) 


昌 ;, Vi; 的 厚度 和 宽度 均 小 于 1, Hs C Hi, Vi C Vio 
296 现代 数学 大 现 


归纳 地 ,有 


Hias = f° (Vi, NN Hs.) 
= H, N fr'(Hi.) 
=H, NM(H) NAH,) NN FH,) 


Vi = f(H, N Vi ) 
=V, ny ) 
=V, NFOV)N FV) NN FV,) 
它们 分 别 是 厚度 < 2* 的 横 条 和 宽度 二 2* 的 竖 条 。 无 穷 地 做 
下 去 ,得 到 H.C H。 为 一 条 模 线 , V..，.… ,CV 为 一 条 
竖 线 。 
人 二 本 二 站 


为 了 不 变 集 , 且 存在 一 一 对 应 
h: 人 一 也 


工 一 Via 再 aE Dh, a =i 


易 证 h 是 同 胚 , 且 h。f 1 二 o。。h, 这 就 证 得 Smale 马蹄 映射 / 
存在 不 变 集 A, 使 得 f|。 拓扑 共 县 于 一 个 移 位 映射 。 换 言 之 ,马蹄 映 
射 具 有 移 位 不 变 集 , 所 以 是 混沌 的 。 

当然 ,上 面 介 绍 的 以 揉 面团 为 原型 的 马蹄 型 拓扑 映射 完全 是 人 
为 的 。 为 了 使 其 适合 于 真实 的 系统 ,J. Moser(1979 ) 将 马蹄 映射 一 
般 化 ,并 给 出 了 验证 一 个 系统 是 否 具有 马蹄 的 两 组 条 件 一 一 Moser 
条 件 。 后 来 ,Moser 条 件 又 被 推广 到 高 维系 统 ,而 符号 动力 系统 的 符 
号 集 Sx 也 被 推广 为 S- ,甚至 为 一 个 区 间 。 


习题 

(1) 已 知 同 胚 f: M 一 M 与 rc: Br 一 Zn 是 拓扑 共 鸭 , 试 证 
h。 庆 二 a”。 有 ,其 中 为 任意 整数 。 

(2) 对 映射 o: ,一 5。, 指出 其 有 几 个 1 一 周期 ,2 一 周期 ,3 一 周 
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期 轨道 。 
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第 九 节 ”时间 与 空间 的 数学 


茫茫 太空 ,遥遥 未 来 ,我 们 生活 的 宇宙 空间 究竟 是 什么 样 ? 这 是 
一 个 永恒 的 科学 主题 。 古 往 今 来 ,不 知 有 多 少 科学 志士 为 此 付出 毕 
生 精 力 , 但 是 研究 至 今 仍 未 完结 。 一 部 数学 发 展 史 , 竟 也 和 这 一 课题 
结 下 了 不 解 之 缘 。 各 种 各 样 的 几何 学 正 是 描摹 宇宙 的 数学 框架 。 
请 看 : 
@ ”按照 哲学 原理 时 间 是 没有 起 点 的 。 但 是 人 们 可 以 人 为 地 选 
择 一 个 标志 性 时 间作 为 计算 的 原点 。 此 前 的 时 间 无 限 ,此 
后 的 时 间 也 是 无 限 的 。 现 在 世界 通行 的 计算 时 间 的 原点 是 
.公元 零 年 。 尽 管 这 是 “耶稣 基督 "降生 的 年 份 , 带 有 明显 的 
宗教 色彩 。 但 是 ,国际 上 需要 一 个 共同 的 计算 时 间 的 方法 。 
只 要 大 家 接受 ,世界 通行 ,作为 “地 球 村 "的 一 员 , 就 应 该 尊 
守 国 际 惯例 ,和 国际 接轨 。 而 诸如 光绪 XX 年 .民国 XX 年 
的 纪年 方法 确实 没有 必要 再 使 用 了 。 
@ 时 间 的 几何 模型 是 一 维 的 直线 。 没 有 开端 也 没有 终结 。 时 
间 和 实数 集 构成 一 一 对 应 。 时 间 的 连绵 不 断 , 正 是 实数 连 
续 性 的 直观 背景 。 有 了 年 的 起 点 ,天 文学 便 要 规定 月 .日 、 
小 时 .分 、 秒 ,以 至 毫秒 、 微 秒 等 等 ,单位 越 来 越 小 ,永远 不 会 
完结 。 一 个 具体 的 时 刻 可 以 说 成 是 某 年 某 月 某 日 某 时 某 分 
某 秒 。 用 数字 来 表示 , 便 是 一 个 有 理 数 。 另 一 方面 ,时 间 与 
时 间 之 间 是 连续 的 ,没有 “ 非 时 间 " 的 空隙 存在 。 所 以 时 间 
可 以 用 一 条 两 头 无 限 的 直线 加 以 表示 。 当 取 定 了 时 间 原 点 
和 单位 时 间 之 后 ,每 个 时 刻 都 对 应 一 个 实数 ,每 个 实数 也 确 
定 一 个 时 刻 。 就 是 说 ,时 间 和 实数 是 一 一 对 应 的 。 用 几何 
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方法 表示 就 是 一 条 直线 。 

现实 空间 的 直观 描述 是 三 维 的 :上 下 ,前 后 \ 左 右 。 各 向 同 
性 :无 限 广 延 ;处 处 都 有 一 样 的 密度 ;每 一 个 维度 相当 于 一 
条 直线 ;两 个 维度 构成 一 个 平面 。 古 希腊 数学 家 研究 点 、 
线 \ 面 的 关系 ,更 建立 起 公理 体系 , 世 称 “ 欧 氏 空间 ”, 其 上 的 
几何 学 即 “ 欧 氏 几 何 学 ”。 

一 维 几何 是 贫乏 的 ,平面 几何 、 立 体 几何 就 相当 复杂 。 除 了 
直线 、 直 方形 ,还 有 曲线 ,曲面 等 各 种 几何 形 。 最 简单 的 曲 
线 是 圆 , 最 简单 的 几何 体 有 柱 体 、 锥 体 、 台 体 和 球体 。 他 们 
的 表面 是 最 简单 的 曲面 ,包括 柱 面 、 锥 面 、 球 面 。 这 种 研究 
方法 称 为 综合 几何 学 的 方法 。 

笛 卡 儿 发 明了 坐标 系 。 把 欧 氏 空间 的 点 变 成 有 序 的 三 元 数 
组 (z,，?，z); 曲 线 用 只 有 一 个 参数 的 方程 表示 ;曲面 则 用 含 
有 两 个 参数 的 方程 表示 ;用 代数 方法 进行 演算 ,使 得 几何 学 
插 上 了 翅膀 。 用 综合 方法 研究 的 圆锥 曲线 ,在 代数 上 表示 
为 二 次 曲线 。 解 析 几 何 学 由 此 诞生 。 

平面 和 空间 的 几何 学 是 直观 的 ,但 是 更 高 维 的 几何 学 需要 
新 的 抽象 表示 方法 。 平 面向 量 、 空 间 向 量 推广 到 x 维 向 量 ， 
用 向 量 构成 了 线性 空间 ,矩阵 成 为 描述 几何 变换 的 有 力 的 
工具 。 线 性 代数 和 几何 学 成 为 密切 的 伙伴 。 

欧 氏 几何 中 平行 公理 的 研究 ,导致 非 欧 几何 学 的 产生 。 其 
实 , 现 实 世界 并 非 只 有 一 种 几何 一 一 欧 氏 几何 学 。 例 如 球 
面 上 的 几何 学 (以 大 贺 作 “直线 "看 ) 就 不 满足 欧 氏 平面 几何 
的 公理 体系 。19 世纪 发 现 的 非 欧 几何 学 打开 了 新 的 天 地 。 
几何 图 形 可 以 搬 来 搬 去 ,不 改变 图 形 的 面积 体积 。 中 国有 
所 谓 “ 出 入 相 补 "原理 即 基于 此 种 想法 。 但 是 相似 变换 可 以 
把 图 形 放大 缩小 ,面积 体积 随 之 而 变化 。 把 物体 投影 在 墙 
上 ,形状 有 变化 的 成 分 ,也 有 不 变 的 成 分 。 这 种 变 和 不 变 成 
了 几何 学 的 研究 对 象 。 射 影 几 何 学 成 了 一 门 学 问 。F ' 克 
莱 因 提出 ,几何 学 应 当 按 变换 群 进 行 分 类 ,变换 群 的 不 变量 
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构成 几何 学 的 研究 对 象 。 
欧 氏 几何 学 所 使 用 的 工具 很 简单 ,所 以 只 能 研究 直线 、 平 
面 \ 直 方 体 的 变化 。 由 "* 直 "向 “ 曲 "的 进化 ,来 自 微 积分 的 推 
动 。 高 斯 一 般 地 研究 曲面 上 的 几何 学 , 即 经 典 的 微分 几何 
学 。 最 简单 的 曲面 是 球面 ,地 球 相当 于 一 个 椭 球 面 。 地 球 
上 两 点 之 间 以 怎样 的 曲线 为 最 短 ? 这 相当 于 问 ,从 上 海 到 
洛杉矶 , 沿 着 怎样 的 路 线 走向 最 短 。 这 种 “曲面 上 的 最 短 
线 " 称 为 测 地 线 。 球 面 上 的 测 地 线 就 是 大 贺 。 
微分 几何 学 的 一 个 根本 问题 是 如 何 “ 度 量 " 曲 线 的 长 短 。 曲 
线 的 弧 长 当然 要 用 微 积分 方法 进行 计算 。 高 斯 给 出 了 一 系 
列 的 基本 量度 ,其 中 最 重要 的 是 曲率 。 曲 面 上 各 处 的 弯曲 
程度 是 不 一 样 的 ,不 像 欢 氏 几何 到 处 都 是 一 样 的 平 直 ( 曲 率 
到 处 是 零 )。 
从 平 直 的 欧 氏 空间 进 到 弯曲 的 一 般 空间 ,不 仅仅 是 弯曲 程 
度 起 了 变化 ,更 重要 的 是 整体 结构 有 改变 。 我 们 在 前 面 已 
经 看 到 过 球面 . 环 面具 有 很 不 相同 的 结构 。 可 是 人 们 注意 
到 球面 和 环 面 以 及 许多 曲面 ,从 局 部 看 都 差不多 , 环 面 上 一 
点 周围 的 一 小 片 和 球面 上 一 点 周围 的 一 小 片 没有 什么 大 的 
不 同 ,都 可 以 和 欧 氏 平面 上 的 一 个 小 圆 片 一 一 对 应 起 来 ,好 
像 可 以 看 作 和 小 圆 片 有 一 样 的 结构 。 曲 面 之 间 区 别 的 关键 
在 于 整体 。 比 如 球面 不 能 和 一 块 小 圆 片 一 一 对 应 , 必须 把 
球面 制 成 两 片 ,使 得 每 一 片 和 小 贺 片 一 一 对 应 。 这 种 把 曲 
面 看 成 许多 小 块 圆 片 堆积 而 成 ( 堆 成 不 同 的 结构 ) 的 观点 ， 
就 是 近代 几何 学 家 所 说 的 流 形 。 流 形 的 整体 结构 就 是 拓扑 
学 的 研究 对 象 。 
20 世纪 初 , 爱 因 斯 坦 创立 “狭义 相对 论 "。 他 把 一 维 的 时 间 
和 三 维 的 欧 氏 空间 放 在 一 起 考察 。 引 起 了 物理 学 的 革命 。 
数学 上 的 四 维 空间 成 为 现实 的 对 象 。1910 年 代 爱 因 斯 坦 
又 创立 “广义 相对 论 ", 把 宇宙 看 成 是 弯曲 的 四 维 空间 。 这 
样 微 分 几何 学 和 高 维 几何 学 结合 起 来 。 宇 宙 空 间 原来 也 是 
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一 种 流 形 。 拓 扑 结构 流 形 上 的 距离 高 维 几何 对 象 的 描述 

方法 一 下 子 提出 了 无 数 的 几何 学 问题 。 几 何 学 在 20 世纪 

下 半 叶 成 为 数学 发 展 的 主流 学 科 。 直 到 今天 ,几何 学 仍然 

是 当代 数学 的 生长 点 。 我 们 对 时 间 和 空间 的 认识 还 远 远 没 
完结 。 


下 面 让 我 们 仔细 地 在 一 些 关 节点 上 进行 剖析 。 
1. 欧 氏 空间 和 坐标 几何 


“前 不 见 古 人 ,后 不 见 来 者 , 念 天 地 之 悠悠 , 独 帐 然而 涕 下 。” 这 是 
唐 朝 陈 子 昂 的 诗句 ,抒发 着 诗人 对 时 间 和 空间 的 万 干 感慨 。 

就 感性 认 知 而 言 , 人 只 能 认 知 有 限 的 事物 ,从 生 到 死 的 时 间 段 ， 
从 他 目 力 所 及 的 领域 ,就 是 一 个 人 的 时 间 和 空间 感知 范围 。 但 是 人 
还 可 以 想象 ,用 理性 来 认识 世界 ,就 会 得 到 陈 子 昂 那 样 的 印象 :时 间 
无 始 无 终 , 天 地 无 边 无 沿 。 

欧 几 里 得 的 几何 学 是 现实 世界 最 简单 .最 粗略 的 近似 。 他 为 牛 
顿 的 绝对 时 空 准 备 了 数学 模型 。 在 牛顿 看 来 ,空间 像 一 个 大 容器 , 物 
体 在 其 中 运动 静止 , 放 进 或 移出 ,空间 并 不 会 发 生 什么 变化 。 另 一 
方面 ,时 间 像 一 条 川流不息 的 河流 ,无 论 事件 发 生 或 者 不 发 生 , 时 间 
总 是 均匀 不 变 地 流逝 。 因 此 ,三 维 的 欧 氏 几何 学 可 以 描述 空间 ,一 维 
的 欧 氏 空间 ( 数 轴 ) 可 以 描述 时 间 , 两 者 互 不 相干 ,这 是 人 们 最 朴素 的 
时 空 观 ,也 是 现今 大 多 数 人 持 有 的 时 空 观 。 在 人 们 日 常生 活 中 ,用 这 
样 的 方法 描述 宇宙 也 就 可 以 了 。 

笛 卡 儿 为 欧 氏 空间 安 上 了 坐标 架 ,使 数 形 结合 起 来 诞生 了 解析 
几何 学 。 用 三 维 的 空间 解析 几何 来 描述 宇宙 ,增加 了 * 数 "的 描摹 手 
段 ,自然 有 更 大 的 表现 力 。 但 是 ,这 也 给 人 们 带 来 了 新 的 问题 。 这 就 
是 ,坐标 原点 如 何 选择 ? 三 根 两 两 垂直 的 坐标 轴 的 指向 如 何 确定 ? 
换 句 话说 ,由 于 宇宙 本 来 没有 坐标 ,坐标 原点 和 坐标 轴 的 架设 完全 是 
人 为 的 ,各 人 可 以 有 各 人 的 笛 卡 儿 坐 标 系 。 但 是 空间 中 物体 的 形状 、 
位 置 和 运动 是 客观 存在 的 ,不 依 坐 标 系 的 选择 不 同 而 有 所 改变 。 例 
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如 ,线段 AB 的 长 度 ,AABC 的 形状 在 各 种 坐标 系 下 应 该 是 一 样 的 。 
所 以 说 ,在 解析 几何 学 中 我 们 所 研究 的 几何 对 象 乃 是 那些 与 坐标 系 
选择 无 关 的 量 , 即 在 坐标 变换 下 的 不 变量 。 

坐标 变换 是 数学 家 所 熟悉 的 。 三 维 欧 氏 空间 中 的 两 个 坐标 系 
O 一 zyz 和 Oi 一 ziyizi, 如 以 O 一 zxyz 为 基准 ,点 O 在 坐标 系 O 一 
xyz 中 坐标 为 (di ，d ,ds ) ,那么 任何 点 A 的 两 种 坐标 (z，>，z) 和 
(zi1，y1， 21) 之 间 满 足 关系 


Zl = anz+ary+aszt+ad 
yi 一 aziz 十 ay 十 az 十 中 
zl 一 asl 工 十 aazy 十 assz 十 中 


其 中 (as ) 是 正 交 矩阵 。 
如 果 Oz 与 O z 平行 ,那么 坐标 变换 公式 就 简化 为 


yi =— zsin0+t ycos 0+ ds: 


| 一 zcos0 十 ysinb 十 dh 
zi 一 z 十 吃 


其 中 6 是 Oz 与 Oizi 的 夹 角 。 这 是 平面 坐标 系 的 平移 与 旋转 。 欧 
氏 几 何 正 是 研究 在 上 述 变 化 下 的 不 变性 问题 。 如 保持 长 度 与 角度 不 
变 , 保 持 全 等 与 相似 不 变 ,图 形 面积 不 变 等 等 。 高 等 代数 告诉 我 们 ， 
全 体 正 交 变换 构成 群 ( 欧 氏 变换 群 ), 欧 氏 几 何 正 是 研究 这 一 群 下 的 
不 变量 的 几何 学 。 


2. 欧 几 里 得 几何 与 非 欧 几何 


众所周知 , 欧 几 里 得 几何 学 已 经 沿用 了 二 千 多 年 ,至 今 中 学 教材 
中 的 几何 学 内 容 还 是 与 早 在 公元 前 300 年 左右 的 欧 几 里 得 所 写 的 
“几何 原本 "的 内 容 基本 一 致 。 然 而 几何 学 在 19 一 20 世纪 中 经 历 了 
十 分 重大 的 变化 和 发 展 。 在 “几何 原本 "中 , 欧 几 里 得 先 对 一 些 基本 
概念 (如 点 ,直线 ,平面 等 ) 给 出 了 定义 : 
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点 没有 大 小 ; 

线 有 长 度 , 但 没有 宽度 ; 

线 的 界限 是 点 ( 注 : 几 何 厌 本 "中 没有 伸展 到 无 穷 的 线 ) ; 

直线 是 同 其 中 各 点 看 齐 的 线 ; 

面 只 有 长 度 和 宽度 ; 

面 的 界限 是 线 ; 

平面 是 与 其 上 的 直线 看 齐 的 那 种 面 ; 

圆 是 包含 在 一 条 ( 曲 ) 线 里 的 那 种 平面 图 形 , 使 得 从 其 内 部 某 一 
点 连 到 该 线 的 所 有 直线 (线段 ) 都 彼此 相等 ,并 称 圆 内 上 述 的 那个 点 
为 圆 的 中 心 (简称 圆心 ); 

平行 直线 是 在 同一 平面 内 ,而且 往 两 个 方向 无 限 延长 后 ,在 这 两 
个 方向 上 都 不 会 相交 的 直线 。 

欧 几 里 得 总 共 引 入 了 119 个 定义 ,承认 了 五 条 公设 : 

等 于 同 量 的 量 是 相等 的 ; 

等 量 加 等 量 还 是 等 量 ; 

等 量 减 等 量 还 是 等 量 ; 

能 重合 的 量 是 全 等 的 ; 

整体 大 于 部 分 。 

接着 , 殉 几 里 得 再 给 出 了 五 个 公理 : 

1) 从 每 个 点 到 每 个 其 他 的 点 必定 可 以 引 直 线 。 

2) 每 条 直线 都 可 以 无 限 延 长 。 

3) 以 任意 点 作 中 心 ,通过 任何 给 定 的 另 一 点 ,可 以 作 一 圆 。 

4) 所 有 直角 都 相等 。 

5) 同 平面 内 如 有 一 条 直线 与 另 两 条 直线 相交 , 且 在 前 一 条 直线 
的 某 一 侧 所 交 的 两 内 角 之 和 小 于 两 直角 , 则 后 两 条 直线 无 限 延 长 后 
必 在 这 一 侧 相交 。( 注 :在 承认 了 公理 1) 一 4) 的 前 提 下 ,可 推出 “过 
给 定 直线 外 的 一 点 ,至 少 存在 一 条 直线 与 给 定 直线 不 相交 。) 

而 第 五 公理 的 一 种 等 价 的 陈述 为 “过 给 定 直线 外 的 一 点 ,至 多 存 
在 一 条 直线 与 给 定 直线 不 相交 。” 

欧 几 里 得 在 此 基础 上 运用 逻辑 推断 ,导出 了 许 许多 多 的 命题 (在 
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“几何 原本 ”中 包含 了 465 个 命题 ) ,从 而 构成 了 欧 几 里 得 几何 学 。 自 
“几何 原本 ”面世 以 来 ,人 们 就 注意 到 欧 几 里 得 的 第 五 公理 (或 称 平行 
公理 ) 是 否 与 其 他 公理 独立 的 问题 , 即 平行 公理 能 否 用 其 他 的 公理 推 
导出 来 。 虽 然 很 多 学 者 (包括 一 些 非常 有 名 的 数学 家 ) 曾 宣称 已 证 明 
了 平行 公理 能 用 其 他 公理 推导 出 来 ,但 最 后 发 现 这 些 论 证 都 是 不 正 
确 的 。 于 是 从 意大利 数学 家 萨 凯 里 (Saccheri,1733) 开 始 , 人 们 就 转 
而 猜测 平行 公理 与 其 他 的 公理 是 独立 的 , 即 它 不 能 从 其 他 的 公理 推 
导出 来 。 罗 巴 契 夫 斯 基 和 Bolya 分 别 在 1829 年 和 1832 年 独立 地 用 
平行 公理 的 反 命 题 , 即 用 “过 给 定 直 线 外 一 点 ,存在 着 至 少 两 条 直线 
与 给 定 直线 不 相交 ”来 替代 平行 公理 ,并 由 这 套 新 的 体系 演绎 出 一 套 
与 欧 氏 几何 迎 然 不 同 的 命题 ,但 却 并 没有 导致 任何 矛盾 , 非 欧 几 何 就 
这 样 产 生 了 。 但 是 要 让 人 们 真正 信服 这 种 纯 理性 的 几何 体系 ,还 是 
应 该 将 这 种 “ 虚 ” 的 几何 学 真正 地 构造 出 来 ,也 就 是 要 提供 这 种 “ 虚 ” 
几何 的 现实 模型 。 在 19 世纪 70 年 代 ,Klein 提出 了 Klein 模型 ,等 
等 。 这 些 模型 都 能 将 非 欧 几何 学 在 人 们 已 经 习惯 的 欧 氏 空间 中 实 
现 。 自 此 , 非 欧 几何 就 成 了 一 种 “真正 ”的 几何 学 。 

长 时 期 以 来 ,人 们 已 经 知道 欧 几 里 得 的 几何 体系 存在 着 一 些 缺 
陷 , 如 对 一 些 基 本 概念 (例如 点 .直线 .平面 ) 的 定义 存在 着 不 清晰 性 ， 
在 某 些 命题 的 逻辑 推断 时 无 形 中 运用 了 欧 几 里 得 五 个 公理 以 外 的 
“公理 "等 等 。 

1899 年 Hilbert 提出 了 欧 氏 几何 的 一 套 完整 的 公理 体系 。 首 先 
他 提出 了 八 个 基本 概念 ,其 中 三 个 是 基本 对 象 :| 点 、 直 线 、 平 面 | ;五 
个 是 基本 关系 :| 点 属于 (或 结合 ) 直 线 , 点 属于 (或 结合 ) 平 面 ,一 点 在 
另 两 点 之 间 ,两 线段 合同 ,两 角 合 同 |} 。 这 些 基本 概念 应 服从 下 述 五 
套 公理 : 

结合 公理 (共有 8 个 ) : 

了 ， 对 于 两 个 不 同 的 点 , 恒 有 一 直线 结合 其 中 的 每 个 点 。 

了 对 于 两 个 不 同 的 点 ,至 多 有 一 直线 结合 其 中 的 每 个 点 。 

J 了 31. 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 不 同 的 点 。 

了 ;.z. 至 少 有 三 个 不 同 的 点 不 在 一 条 直线 上 。 
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Z ,+ 对 于 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 , 恒 有 一 平面 通过 它们 中 的 
每 个 点 。 

了 4: 每 个 平面 至 少 有 一 个 点 。 

Z 5 对 于 不 在 一 直线 的 三 个 点 ,至 多 有 一 平面 通过 它们 中 的 每 
个 点 。 

了 。. 如 果 直 线 上 的 两 个 点 在 一 个 平面 上 , 则 此 直线 上 的 每 个 点 
都 在 这 个 平面 上 。 

7 ; 如 果 两 平面 有 一 公共 点 , 则 至 少 还 有 另外 一 个 公共 点 。 

了 s. 至 少 有 四 点 不 在 同一 平面 上 。 

顺序 公理 (共有 4 个 ) : 

有 1 若 点 B 在 点 A 和 点 C 之 间 , 则 A, B, C 是 一 直线 上 的 不 同 
三 点 ,而 且 B 也 在 C 和 A 之 间 。 

有; 对 于 任意 两 点 A 和 B ,直线 AB 上 至 少 有 一 点 C, 使 得 B 在 
A 和 C 之 间 。 

1s 在 一 直线 上 的 任意 三 个 点 中 ,至 多 有 一 点 在 其 余 两 点 之 间 。 

有 (Pasch( 巴 士 ) 公 理 ) 与 一 个 三 角形 共 面 、 但 不 过 其 顶点 的 
直线 , 若 与 三 角形 的 一 边 相 交 , 则 必 与 另 一 边 相 交 。 

合同 公理 (共有 5 个 ): 

有 1 设 A, B 是 直线 a 上 的 两 点 ,A' 是 同一 或 男 一 直线 a 上 的 
一 点 , 则 在 a 上 点 A 的 已 知 一 侧 恒 有 一 点 B', 使 线段 AB 合同 于 线 
段 A'B'。 记 为 AB 三 A'B'。 

J s 若 两 线段 (可 以 是 相同 的 线段 ) 都 合同 于 第 三 线段 , 则 这 两 
个 线段 也 合同 。 即 

A'B' 三 AB A'B’= AB=>A’B’ =A’B’。 

大 设 开 线段 (AB)，(BC) 均 在 直线 a 上 ,而 且 没 有 公共 点 ; 开 
线段 (AB), (BC), (A'B'),(B'C') 均 在 同一 或 另 一 直线 a 上 , 亦 无 
公共 点 。 若 AB 三 A'B', BC 三 B'C', 则 AC 二 A'C'。 

大 已 知 平面 a 上 的 一 角 人 (h,k) ,指定 平面 "上 的 一 直线 的 
一 侧 , 以 及 这 条 直线 上 以 点 0 为 原点 的 一 条 射线 h', 则 a 上 恰 有 一 
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射线 ,使 得 入 (h,&) 合 同 于 入 (h',k'), 且 上 在 a 的 已 知 一 侧 。 记 
为 和 (h, k) 二 人 (kh’, k')。 

D4 Lh, k)= A(k, h), 

轨 ; (三 角形 合同 公理 ) 对 于 两 个 三 角形 ABC 和 A’B'C', 若 
AB = A'B’, AC = A'C’, LBAC = LB'A'C', 则 人 ABC = 
LA'B'C’。 

连续 公理 : 

矿 . (Dedkind 公理 ) 若 线 段 AB 两 端 及 其 内 部 的 所 有 的 点 能 
被 分 为 两 类 ,具有 下 列 性 质 ， 

@ 每 点 恰 属 一 类 ,A 属于 第 一 类 ,B 属于 第 二 类 ; 

@ 第 一 类 中 异 于 A 的 每 个 点 在 A 和 每 个 第 二 类 点 之 间 , 则 必 
存在 一 点 C, 使 得 A, C 间 的 点 都 属于 第 一 类 ,而 C，B 之 间 的 点 都 
属于 第 二 类 。 称 点 C 为 Dedkind 点 或 界 点 。 由 它 所 决定 的 分 类 叫 
做 一 个 Dedkind 分 割 。 

平行 公理 : 

( 欧 氏 平行 公理 ) 对 于 任何 直线 a 和 不 在 其 上 的 任何 点 A, 至 
多 有 一 条 直线 过 A, 而 且 与 直线 a 共 面 ,但 不 相交 。 

从 这 些 公 理 出 发 ,根据 逻辑 推断 所 得 出 的 一 系列 命题 就 构成 了 
欧 氏 几何 的 全 部 内 容 。Hilbert 并 证 明了 :只 要 承认 实数 系统 是 相 容 
的 , 则 这 套 公理 系统 是 相 容 的 、 独 立 的 、 完 备 的 ,其 中 

“ 相 容 性 "是 指 :由 这 套 公理 系统 不 可 能 导出 两 个 互相 矛盾 的 
命题 。 

“独立 性 是 指 :公理 系统 中 的 任何 一 个 公理 都 不 能 由 其 他 公理 
推导 出 来 。 

“完备 性 ”是 指 :这 套 公理 系统 所 刻 划 的 几何 是 唯一 的 , 即 不 可 能 
有 两 套 不 同 的 几何 学 ,但 它们 都 适合 这 套 公理 系统 。 

于 是 , 自 Hilbert 以 后 ,人 们 就 能 用 一 套 严密 的 体系 来 描述 欧 
几 里 得 几何 学 。 我 们 也 可 采用 公理 系统 的 方法 去 描述 非 欧 几 何 ， 
这 只 需 将 欧 氏 几何 中 的 平行 公理 换 成 其 逆 命 题 。 同 样 可 证 明 : 只 
要 承认 欧 氏 几何 是 相 容 的 , 则 非 欧 几何 也 必 是 相 容 的 、 独 立 的 和 完 
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备 的 。 我 们 可 用 Poincare 的 上 半 平 面 模型 作为 例子 来 阐述 非 欧 平 
面 几何 。 在 Poincaré 的 上 半 平 面 模型 中 , 它 的 基本 概念 可 作 如 下 
的 理解 ; 

“点 "全 上 半 ( 开 ) 平 面 中 的 点 。 

“直线 "多 上 半 平 面 中 与 z 轴 垂 直 的 直线 ,或 上 半 平 面 中 以 z 轴 
上 的 点 为 圆心 的 上 半圆 周 。 

“点 A 属于 (或 结合 ) 直 线 "人 上 半 平 面 中 代表 A 的 那 一 个 点 
属于 代表 直线 a 的 那 条 与 zx 轴 垂 直 的 直线 ,或 以 z 轴 上 的 点 为 圆心 
的 上 半圆 周 。 

“点 BB 在 另 两 点 A4、C 之 间 " 呈 A、B、C 三 点 属于 上 半 平 面 中 同 
一 条 与 x 轴 秋 直 的 直线 ,或 属于 上 半 平 面 中 同一 个 以 x 轴 上 的 点 为 
回 心 的 上 半圆 周 上 ,而 且 排列 的 次 序 是 依次 为 A、B、C。 

“两 线段 合同 "名 利用 一 系列 关于 与 z 轴 垂 直 的 直线 的 对 称 ,或 
关于 以 zx 轴 上 的 点 为 圆心 的 半圆 的 反 演 后 能 将 一 线段 变 至 另 
一 线段 。 

“两 角 合同 "名 利用 一 系列 关于 与 x 轴 垂 直 的 直线 的 对 称 ,或 关 
于 以 二 轴 上 的 点 为 圆心 的 半圆 的 反 演 后 能 将 一 角 变 至 另 一 角 。 

可 以 验证 这 些 基 本 概念 是 服从 结合 公理 ,顺序 公理 、 合 同 公 
理 、 连 续 公理 所 规定 的 约束 ,而 且 此 模型 满足 非 欧 几何 的 “平行 公 
理 ", 即 “过 给 定 直线 外 的 一 点 ,可 作 至 少 两 条 与 给 定 直 线 不 相交 的 
直线 。” 


3. 微分 几何 学 、 黎 曼 儿 何 学 


大 家 知道 笛 卡 儿 在 殉 氏 空间 中 引入 了 直角 坐标 系 后 ,利用 数 形 
结合 就 形成 了 解析 几何 学 。 但 是 在 解析 几何 学 中 一 般 只 处 理 点 、 直 
线 .平面 .二 次 曲线 ,二 次 曲面 等 几何 对 象 ,这 是 因为 将 图 形 转化 为 数 
据 以 后 ,第 卡 儿 仅 用 初等 代数 学 来 处 理 这 些 数据 。 随 着 微 积分 的 发 
展 ,分 析 学 也 进入 了 几何 学 ,所 以 可 以 利用 微 积分 来 揭示 出 曲线 、 曲 
面 在 其 一 点 附近 的 弯曲 程度 ,这 就 形成 了 三 维 欧 氏 空间 中 曲线 和 曲 
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面 的 微分 几何 学 。Gauss 在 这 方面 有 着 杰出 的 贡献 。 曲 面 论 的 主要 
想法 是 把 用 参数 (u,v) 表示 的 曲面 上 两 个 无 限 邻 近 点 之 间 的 距离 ds 
表示 成 ds* = Edwu: 十 2Fdudv 十 Gdv , 其 中 王 、F、G 都 是 参数 4、v 
的 函数 。 我 们 称 矩 阵 

EF 

人 oj 


为 该 曲面 的 度量 矩阵 ,曲面 上 的 许多 弯曲 的 性 质 都 可 用 度量 矩阵 刻 
划 出 来 。 

到 了 1854 年 , 黎 曼 提出 了 现今 人 们 称 之 为 “ 黎 曼 几何 学 "的 思 
想 。 在 已 采用 了 坐标 系 {zx! ，…, zi 的 2 维 空间 中 ,他 引入 了 无 限 邻 
近 的 两 点 (z!，…，, zx") 和 (zi 十 dz …， ZX" 十 dx”) 之 间 的 “距离 "ds 
的 概念 ,ds: 可 用 dx! ,，…，, dz” 的 一 个 正定 二 次 型 来 表 出 : 


ds = > gs(z)dzr'dr 
i, j= 


其 中 (gs ) 是 一 个 正定 矩阵 。 
后 来 人 们 将 这 种 带 有 度量 ds* 的 空间 称 为 黎 曼 空间 。 欧 氏 几 何 
是 一 种 最 简单 的 黎 曼 几 何 ,这 时 的 gy = 6 ， 即 


ds: 一 (dz')? 十 … 十 (dzx")? 


利用 度量 ds, 我 们 可 以 导出 黎 曼 空间 中 曲线 的 弧 长 区域 的 面 
积 、 向 量 的 平行 移动 等 几何 概念 ,并 由 此 发 展 成 一 种 并 新 的 几何 学 。 
后 来 Minkowski, Lorentz 等 人 再 将 黎 曼 几何 中 度量 正定 性 的 限制 
去 掉 , 即 gy(z) 也 可 以 不 是 正定 的 (但 要 求 它 是 非 退 化 的 ) ,这样 就 导 
出 了 Lorentz 几何 ,这 时 


d2 一 > gs(z)dr'dr 
i j=1 


其 中 矩阵 (gw ) 是 一 个 非 正定 的 ,但 行列 式 不 等 于 0 的 矩阵 。 特 别 
地 , 当 
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0 
(gs)= | 
0 Or ie oo 
时 , 称 这 种 Lorentz 空间 为 Minkowski 空间 。 


4. 四 维 时 空 、 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 论 .广义 相对 论 


直至 19 世纪 末 , 黎 曼 几何 学 或 Lorentz 几何 学 仍 停留 在 纯 理论 
的 发 展 阶段 。 但 到 了 20 世纪 初 , 局 面 有 了 明显 的 变化 。 大 家 知道 ， 
数学 是 一 门 研究 现实 世界 中 的 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 。 长 时 期 
以 来 ,人 们 习惯 地 认为 欧 几 里 得 空间 是 现实 空间 的 一 种 最 好 的 描述 。 
牛顿 就 采用 欧 几 里 得 空间 来 描述 物体 所 在 的 空间 。 在 牛顿 力学 中 ， 
时 间 是 绝对 的 ,时 间 和 空间 是 两 种 类 型 截然 不 同 的 参量 。 如 果 在 三 
维 欧 氏 空间 中 选用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 10; z，?，z} , 则 物体 在 时 刻 
的 空间 位 置 可 用 (+, x, y, x) 来 表示 。 如 果 将 坐标 系 |O; z, y, zl 沿 
xz 轴 按 常 速 a 作 平移 运动 (无 转动 ), 则 运动 坐标 系 |0'; x',y ,x 
与 静止 坐标 系 {0; z,y, zx| 之 间 的 变换 关系 为 


于 是 同一 质点 在 这 两 个 不 同 坐 标 系 中 所 观察 到 的 速度 是 不 同 的 , 质 
点 在 静止 坐标 系 10; x,y, *| 中 的 速度 向 量 = (vw, v,, VV%) 与 在 
运动 坐标 系 10'; x ，y ，z 人 中 的 速度 向 量 v 二 (vy ,Vy,vz) 之 
间 有 下 面 的 关系 : 


We Sed 
二 dt dt 
dy dy 

Td dd 
,dd 

di dt 
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但 是 从 19 世纪 末 所 发 现 的 著名 的 Michelson 实验 (1881 ) 中 
知道 ,在 这 两 个 不 同 的 惯性 系 下 所 测 到 的 光速 ( 即 光子 的 速度 ) 
却 总 是 相同 的 。 这 一 个 现象 是 很 难 用 牛顿 力学 的 理论 去 解释 
的 。1905 年 爱 因 斯 坦 提 出 了 狭义 相对 论 ,他 认为 时 间 和 空间 应 
该 融合 在 一 起 ,成 为 四 维 时 空 。 而 称 (t, z，y,，z) 为 四 维 时 空中 
的 一 个 事件 。 爱 因 斯 坦 认 为 这 个 四 维 时 空 的 几何 学 应 该 是 
Minkowki 几何 学 , 即 两 个 无 限 邻 近 的 事件 (:,， zx,，y, z) 和 (t 十 
dt, rz 十 dz, y 十 dy, z 十 dz) 之 间 的 “距离 "(物理 中 称 为 “时 空间 
隔 ")ds 应 满足 


ds’ = czdt2 一 dz 一 dy2 一 dz? 


而 两 个 惯性 系 之 间 的 坐标 变换 应 使 无 限 邻 近 的 两 个 事件 之 间 的 “时 
空间 隔 "保持 不 变 。 于 是 爱 因 斯 坦 推算 出 在 Minkowski 时 空中 ,上 
述 两 个 惯性 系 之 间 的 坐标 变换 应 该 是 


称 这 种 变换 为 Lorentz 变换 。 即 它 是 使 Minkowski 几何 学 中 的 度量 
ds* = cd 请 一 dz —dy’— dz’ 
保持 不 变 的 一 种 变换 ,即使 得 
cdi 一 dz 一 dy 一 dz 一 cd 一 dz 一 qd dz 
利用 Lorentz 变换 ,质点 在 坐标 系 10; z,y，z| 中 的 速度 向 量 (wv:， 
ww) 一 ( 坚 , 学 , 黎 ) 与 在 坐标 系 10' 才 ，y，* 中 的 速度 
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向 量 
A RR dr’ dy dz 
(wf)= (年 ; 名 到) 


之 间 应 有 下 述 关 系 : 


特别 地 ,如 光子 沿 工 轴 以 光速 < 运行 , 即 


一 cz 一 0 vv 一 0 


则 由 Lorentz 变换 所 导出 的 速度 变换 公式 得 知 , 光 子 在 惯性 系 1O'; 
Zz ，y ,x | 下 的 速度 为 


/ Ce 
Vz 一 一 < 
a 
Fe 
c 
vvy 一 0 
Is 
vr 一 0 


这 样 , 爱 因 斯 坦 就 圆满 地 解释 了 光速 不 变性 。 在 此 基础 上 , 爱 因 斯 坦 
得 出 了 著名 的 质 能 公式 E = mec?。 

随 着 狭义 相对 论 的 巨大 成 功 , 爱 因 斯 坦 在 1916 年 又 提出 了 著名 
的 广义 相对 论 , 用 来 解释 引力 的 由 来 。 他 认为 由 于 物质 分 布 的 存在 ， 
使 得 四 维 时 空 产生 了 弯曲 , 即 这 时 的 四 维 时 空 的 几何 学 应 该 是 
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Lorentz 几何 学 ,而 光线 运行 的 空间 轨迹 是 由 四 维 时 空 的 Lorentz 几 
何 中 的 测 地 线 ( 即 短程 线 ) 对 其 三 维 空间 部 分 的 投影 所 确定 的 。 而 表 
征 物质 分 布 的 能 量 动量 张 量 Ti 与 表征 四 维 Lorentz 时 空 弯 曲 程度 
的 度量 gj 之 间 要 满足 著名 的 爱 因 斯 坦 场 方程 : 


R 
Ri— Fg8 = Ts 


其 中 Rs 是 由 度量 gy 所 确定 的 Ricci 张 量 ,R 是 由 gs 所 确定 的 数量 
曲率 。 

爱 因 斯 坦 场 方程 是 一 个 关于 度量 gs 的 偏 微 分 方程 组 。 根 据 爱 
因 斯 坦 场 方程 的 一 个 特 解 一 一 Schwarzschield 真空 解 , 爱 因 斯 坦 提 
出 了 广义 相对 论 的 三 大 实验 验证 :水 星 近日 点 的 进 动 ,光线 的 重力 偏 
转 ,引力 偏 移 ,从 而 确立 了 广义 相对 论 的 正确 性 。 爱 因 斯 坦 广义 相对 
论 的 成 功 极 大 地 推动 了 黎 曼 几 何 学 在 20 世纪 的 飞速 发 展 。 
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第 十 节 费 马 大 定理 终于 成 为 定理 


1. 费 马 大 定理 的 由 来 


费 马 (Pierre de Fermat, 1601 一 1665) 是 法 国人 ,一 位 业余 数学 
家 。 他 是 解析 几何 的 创始 人 之 一 。1637 年 左右 ,他 在 阅读 丢 番 图 的 
《算术 》 时 ,在 页 边 用 拉丁 文 写 下 了 以 下 一 段 话 :“ 不 可 能 把 一 个 立方 
数 分 成 两 个 立方 数 ,或 者 把 一 个 四 方 数 分 成 两 个 四 方 数 ,而 且 一 般 说 
来 ,不 可 能 把 任何 一 个 大 于 二 次 罕 的 方 客 数 分 成 两 个 同 次 宪 的 方 寡 
数 。“ 我 对 此 找到 了 一 个 绝妙 的 证 明 , 可 惜 这 里 空白 太 小 , 写 不 下 。” 
表示 成 现代 的 语言 就 是 :“ zx" 十 y" 二 x2", zyx 关 0, 当 n>> 2 时 无 整 
数 解 。” 

这 段 话 是 在 他 死 后 才 发 现 的 ,是 费 马 留 下 的 最 后 一 个 尚未 证 明 
的 “定理 ", 因 此 英文 中 称 为 “ 费 马 最 后 定理 (Fermat's Last Theo- 
rem) , 简称 "FLT"”。 

(1) 勾 股 数 

当 n= 二 2 时 ,方程 x 十 y* = 一半 有 无 穷 多 组 非 零 整 数 解 。 我 们 可 
用 几何 的 方法 加 以 解释 。 显 然 z* 十 y = zx 的 整数 解 问题 等 价 于 X? 
+Y=1 的 有 理 数 解 问题 。 而 后 一 方程 的 实数 解 是 平面 上 的 单位 
圆 ,因此 问题 归结 为 单位 圆 上 的 有 理 点 (坐标 均 为 有 理 数 的 点 ) 问 题 。 

取 圆 上 一 点 M( 一 1, 0), 设 P(X, Y) 是 圆周 上 任意 一 点 , 则 直 


线 MP 的 斜率 + = 工艺 广 ( 见 图 3. 10. 1)。 反 之 ,对 于 给 定 的 斜率 1， 


一 定 可 作 一 条 直线 MP 与 圆周 交 于 P(X, Y) ,使 = t(1 十 X)。 由 
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于 了 在 圆周 上 ,代入 圆 方程 可 解 得 


不 难看 出 P(X, Y) 是 圆周 上 有 理 点 
当 且 仅 当 上 是 有 理 数 。 因 此 圆周 上 除 M 
(一 1, 0) 外 的 有 理 点 与 全 体 有 理 数 成 一 
一 对 应 。 这 也 证 明了 x 十 y* = z* 有 无 穷 多 组 整数 解 。 
事实 上 只 要 令 1 = pe p,q 是 整数 ,就 有 


z=-g 
-2 


zx 一 大 十 时 


图 3. 10.1 


是 xz 十 y = x 的 一 组 整数 解 。 反 过 来 有 以 下 定理 。 
定理 方程 x? 十 y* = x 的 满足 下 列 条件 : 
” (zy)=1,z>oy>oz>0,21z 


的 整数 解 可 以 表示 成 
z=2pg 
| = —g 


z=+g 

其 中 p 二 gq 之 0, (p,q) = 1, p,q 一 奇 一 偶 。 

直角 三 角形 的 3 条 边 长 满足 上 述 等 式 ,因此 方程 x 十 y 二 尖 的 
正 整数 解 对 应 于 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 3 条 边 长 。 直 角 三 角形 
边 长 的 平方 和 关系 相传 是 公元 前 5 世纪 的 希腊 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 
(Pythagoras) 首 先 发 现 ,因此 称 为 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,对 应 的 3 个 整数 
称 为 毕 达 哥 拉 斯 数 。 我 国 古代 数学 书 《 周 藤 算 经 》( 约 成 书 于 公元 前 
1 世纪 西汉 时 期 ) 中 曾经 提 到 * 匀 广 三 , 股 修 四 , 径 隅 五 "这 个 三 边 都 


第 三 章 第 十 节 费 马 大 定理 终于 成 为 定理 315 


是 正 整数 的 直角 三 角形 ,说 明 我 们 的 祖先 也 早已 知道 直角 三 角形 三 
边 长 度 的 关系 。 因 此 我 国 数学 家 称 此 定理 为 勾 股 定理 ,相应 的 一 组 
数 称 为 勾 股 数 。 

(2) 无 限 下 降 法 

当 盖 之 2 时 ,情况 大 不 相同 。 费 马 断 定 袜 十 光一 交 当 半 之 2 时 
无 非 零 整数 解 。 但 人 们 始终 没有 找到 他 的 证 明 。 可 以 肯定 的 是 ; 
费 马 用 “无 限 下 降 法 ”证 明了 ”= 4 的 情形 。 还 证 明了 更 强 的 命题 
“z' 十 y 二 x 无 非 零 整数 解 ”。 

设 z' 十 y' = zz, 其 中 zx、y、z 是 两 两 互 素 的 正 整数 ,根据 前 面 
关于 勾 股 数 的 定理 ,假设 zx 是 偶数 , 则 必 存 在 一 奇 一 偶 的 一 对 正 整 
数 p 二 gq 1, (p,q) = 1, 使 得 

zx? = 2pq, yy 一 加 2 一 于， z=r+g 

于 是 六 十 四 = p? 由 于 思 p 一 定 是 奇数 ,因此 q 是 偶数 ,再 次 应 用 
定理 ,我 们 又 能 得 到 g = 2%, y= 二 a 一世 , 志 二 a 十 如 ,其 中 45 
之 0, (a, b) = 1, a,b 一 奇 一 偶 。 因 此 zx? = 4ab(a? 十 大)。 说 明 
ab(a? 十 矿 ) 是 平方 数 。 但 因 (a, 5b) = 1, 可 得 (5, a 十 多 ) 二 1, 因 
而 ab 与 p = a 十 都 是 平方 数 ,从 而 a, 65 也 是 平方 数 。 令 a = 广 ?， 
六 一 将, 旋 一 习 , 我们 得 到 

zt +y i 反 

显然 有 zz 二 芝 = 二 pp 二 声 十 9 = z, 这 说 明 z' 十 y' 二 好 的 非 零 
正 整 数 解 中 的 = 可 以 不 断 减 小 ,与 正 整 数 集合 的 性 质 相 悖 。 这 正 是 
“无 限 下 降 法 ”名 称 的 来 由 。 


2. 哆 拉 对 nn 二 3 的 证 明 


在 费 马 之 后 的 第 一 个 突破 无 疑 属于 伟大 的 数学 家 欧 拉 (L. Eu 
er, 1707 一 1783) 。 他 应 用 无 限 下 降 法 证 明了 = 3 的 情形 。 下 面 就 
是 他 的 证 明 。 
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假设 xz 十 y = x* 有 非 零 正 整 数 解 。 在 除去 它们 的 公 因子 后 ,不 
妨 设 (z+, y, z) = 1。 由 于 xz、y、z 中 任意 两 个 数 的 公 因子 一 定 整 除 
第 三 个 数 ,因此 z、y、z 一 定 两 两 互 素 ,而 且 这 三 个 数 中 必 有 一 个 而 
且 只 有 一 个 是 偶数 。 

设 x、y 是 奇数 ,z 是 偶数 , 则 z 十 y, z 一 y 均 为 偶数 。 于 是 可 设 

Zz 十 > 一 22, 工 一 > 一 2 
从 而 
z= p+g,y= pq 

=7+ = (T+) (rT — ry+y) = 2p(p +3g) 

由 于 xz, y 是 互 素 的 奇数 ,因此 p、g 也 互 素 , 且 奇 偶 性 不 同 。 又 
若 q=0 时 ,zx 二 y 二 1 不 是 方程 的 解 ,因此 p、q 均 不 等 于 0 ,而且 必 
要 时 交换 +、y 的 次 序 ,可 设 p、g 之 0。 

先 考虑 3 协 的 情形 。 此 时 由 (p,q) = 1, (Pp, 3) 二 1, 可 以 推出 
(2p, 请 十 39:) 二 1( 注 意 到 Pp、q 奇 偶 性 不 同 ,因此 户 十 39 是 奇数 )。 
而 已 知 2p( 志 十 39*) = wx 是 一 个 立方 数 ,因此 2p 和 ?十 3q? 都 是 立 
方 数 。 由 于 

(a +36°)’ = (a’ — 9ab’) + 3(3a°b — 3b:)? 

因此 若 能 找到 整数 a、6 使 得 

p=a’—9ab’, gqg= 3ab—30 

那么 pr 十 39 一 定 是 立方 数 。 可 是 反 过 来 是 否 正确 呢 ? 即 若 
产 十 3g* 是 一 个 立方 数 ,是 否 一 定 存在 <、 满足 上 述 等 式 ? 这 是 网 
拉 证 明 的 关键 。 当 殉 拉 于 1753 年 宣称 他 能 证 明 费 马 大 定理 的 
nn 二 3 的 情形 时 ,他 在 这 一 点 上 的 证 明 是 错误 的 。 可 是 从 他 以 后 的 
工作 中 可 以 导出 一 个 正确 的 证 明 。 因 此 人 们 认为 哆 拉 于 1770 年 证 
明了 n= 3 的 情形 。 这 个 关键 的 证 明 与 唯一 因 式 分 解 有 关 。 我 们 把 
它 略 去 了 。 

现在 我 们 假设 存在 整数 a、5, 使 得 
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P=a—9ab’ 一 aa 一 36)( 十 35) 


q = 3ab—3b = 3b(a—b)(a+t+b) 


那么 由 p、g 互 素 一 定 能 得 出 a、5 互 素 ,由 pp、g 奇偶 性 不 同 可 
知 a、5 的 奇偶 性 也 不 同 。 此 外 ,2p 二 2a(a 一 36)(a 十 38) 一 立方 数 ， 
由 于 a 土 35 是 奇数 ,因此 

(2a, a 二 38) = (a, a 二 36) = (a, 圭 36) = (a, 3) 


由 假设 ,3 乙 可 得 (a, 3) = 1。 因此 (2a, a 土 36) 互 素 ,而 a 十 35 
与 a 一 346 的 公 因子 一 定 是 a 与 36 的 公 因 子 。 所 以 a 十 36, a 一 35 也 
互 素 ,于 是 2e, a 一 35, a 十 36 是 两 两 互 素 的 。 从 而 这 三 个 数 都 必须 
是 立方 数 。 不 妨 设 
2a 王 9,a 一 30 一 上 ,ea 十 30 一 妈 
即 有 忆 十 8 = 二 5 我 们 又 得 到 了 十 y= 二 2 的 一 组 新 解 (u, i， 
5s), 它 满足 sw = 2p 过 2p(p’ 十 3q*) = zz。 因此 ,s、 t、w 的 绝对 值 
均 小 于 z。 问 题 是 (u, t, s) 不 一 定 全 是 正 整数 。 但 若 u 二 0 时 ,我 们 
可 把 原 等 式 化 为 十 (一 w)? = 6。 用 类 似 的 方法 ,我 们 总 可 以 得 到 一 
组 正 整数 解 ,使 得 ;二 z。 这 样 就 能 应 用 “无 限 下 降 法 ”J 了 。 
对 31p 的 情形 ,可 设 p = 3v, 则 
2p(p’ +3g) = 3:. 2v(3v +g )。 


由 于 3 协 , 因 此 3** 2 和 3 十 至 互 素 ,从 而 它们 都 是 立方 数 。 
用 与 前 类 似 的 论证 , 即 可 应 用 “无 限 下 降 法 ”。 


3. 索 菲 。 热 尔 曼 的 贡献 


法 国 女 数学 家 索 菲 . 热 尔 曼 (Sophis Germain， 1776 一 1831 ) 于 
1820 年 证 明了 以 下 定理 : 

车 p 是 素数 , 2p 十 1 也 是 素数 , 则 x? 十 y* 二 zx? 没有 使 不 能 整 
除 =、y、z 之 一 的 解 。 这 种 素数 称 为 第 一 类 的 ,否则 是 第 二 类 的 素 
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数 。 可 以 证 明 对 于 第 一 类 的 素数 , 当 n 过 100 时 费 马 大 定理 正确 。- 
这 是 第 一 个 对 一 批 素 数 证 明 费 马 大 定理 的 结论 。 受 她 的 证 明 的 影 
响 , n= 5 的 情形 于 1825 分 别 由 狄 利克 雷 和 惑 让 德 证 明 , n = 7 的 情 
形 于 1839 年 被 拉 梅 证 明 。 

到 19 世纪 40 年 代 时 ,人 们 想到 应 用 复数 来 证 明 费 马 大 定理 。 
因为 很 容易 看 出 ,如 果 对 于 一 个 素数 请 能 证 明 费 马 大 定理 ,那么 对 
于 任何 含有 素数 因子 请 的 正 整数 ”, 费 马 大 定理 也 成 立 。 因 此 只 需 
对 奇 素数 p 证 明 费 马 大 定理 就 够 了 。 

设 有 两 两 互 素 的 正 整数 x、y、z 是 方程 z* 十 y = z? 的 解 , 则 在 
复数 域 里 有 分 解 式 : 


ty 一 (一 3)(z 二 多) 十 多) = O 
其 中 5 一 cos 至 十 isin 始 是 单位 原 根 。 因 式 分 解 式 9 的 系数 者 在 代 


数 整数 环 也 [5] = la 十 比 1a、5E 名 | 内。 如果 其 中 任意 两 个 因子 
有 素数 公 因 子 g, 则 由 g | z 十 Ky, 9g | 工 十 Vy，, 可 以 得 到 


ql (te) (ety) = ty 0) 8 > 一 


又 + 与 二 红 者 是 环 2 [ 妇 中 的 乘法 可 过 元 , 故 91 7(1 一 5)。 
类 似 地 ,由 


qlv(zti+ty)— Yr+ ty) Ce C= 
=—¢ Tt) 


可 得 g | zx(1 一 5)。 

考虑 到 、y 互 素 , 即 有 9 |1 一 ko 这 证 明了 分 解 式 @ 的 任意 两 个 
因子 的 公 因子 必 是 所 有 因子 的 公 因 子 。 

当时 人 们 认为 在 这 个 代数 整数 环 中 有 唯一 因 式 分 解 。 如 果 分 解 
式 @ 中 的 任意 两 个 因子 都 互 素 ,那么 每 个 因子 都 应 是 一 个 次 宫 ， 
从 而 有 可 能 用 无 限 下 降 法 导出 矛盾 。 如 果 其 中 有 两 个 因子 不 互 素 ， 
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则 可 以 导出 这 p 个 因子 有 公 因 子 。 又 能 用 无 限 下 降 法 导出 矛盾 。 
可 是 库 默 尔 的 发 现 粉碎 了 这 个 希望 。 

德国 数学 家 库 默 尔 (Ernst Eduard Kumimer，1810 一 1893 ) 在 试 
图 证 明 费 马 大 定理 时 发 现在 一 般 代数 整数 环 中 唯一 因子 分 解 定理 不 
成 立 。 例 如 在 < 十 56v 二 5 构成 的 代数 整数 环 中 ,有 两 个 不 同 的 素 因 
子 分 解 :6 = 2.3 = (1 十 V 二 5)(1 一 /一 5)。 库 默 尔 引 进 了 理想 数 的 
概念 ,在 他 所 研究 的 整数 环 中 ,存在 着 理想 数 的 唯一 因子 分 解 定理 。 
他 利用 理想 数 证 明了 费 马 大 定理 在 一 些 情况 下 是 正确 的 。 

库 默 尔 证 明了 如 果 对 于 奇 素数 p、 不 能 除 尽 代数 数 域 
Q@ (9) = {a 十 以 14a,5E @1 的 类 数 h,, 则 费 马 方程 x? 十 y* 二 x? 没 
有 有 理 整 数 解 (z+，y，x) 使 得 pizyz 取 0。 

在 100 以 内 的 素数 中 ,除了 37, 59, 67 以 外 ,其 余 奇 素数 都 满足 
上 述 定理 的 条 件 。 从 而 对 于 这 些 奇 素数 费 马 定理 均 成 立 。 根 据 这 个 
理论 ,通过 计算 机 的 计算 ,可 以 证 明 对 于 小 于 400 万 的 奇 素数 , 费 马 
大 定理 都 是 正确 的 。 

库 默 尔 虽 然 没有 能 证 明 费 马 大 定理 ,但 是 他 开创 了 一 个 新 的 数 
学 分 支 一 一 代数 数论 。 抽 象 代数 中 的 “理想 "就 是 来 源 于 “理想 数 ”。 


4. 怀 尔 斯 最 终 证 明了 费 马 大 定理 


1993 年 6 月 23 日 ,在 英国 剑桥 的 牛顿 研究 所 的 讲台 上 ,英国 出 
生 的 数学 家 安德鲁 . 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 宣 布 了 一 个 震惊 世界 
的 消息 :作为 他 所 证 明 的 定理 的 一 个 推论 , 费 马 大 定理 被 证 明了 ! 虽 
然 以 后 发 现 他 的 证 明 中 有 一 个 漏洞 ,但 是 大 家 还 是 相信 这 个 漏洞 是 
可 以 解决 的 。 不 过 补漏 还 是 花 了 将 近 两 年 的 功夫 。 到 1995 年 才 发 
表 在 数学 期 刊 人 Annals of Mathematics》 上 。 

怀 尔 斯 实际 上 证 明了 半 稳 定 的 谷山 一 志 村 猜测 :Q 上 每 条 半 稳 
定 椭 贺 曲 线 均 为 模 曲 线 。 而 如 果 费 马 方程 有 解 a? 十 6” 一 其 中 
< 、8 互 素 ,那么 里 贝 特 (Ribet) 已 经 证 明 , 由 方程 
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y= zr(r+a?)(r— br) 

所 确定 的 椭圆 曲线 不 是 模 曲线 。 怀 尔 斯 则 根据 半 稳 定 的 谷山 一 志 村 
猜测 证 明了 当 整 数 A、B 互 素 , 且 16 | AB(A 一 B) 时 ,椭圆 曲线 

y = zx(z+A)(zr+B) 

是 模 曲 线 。 
取 A==a?, B= 二 一 56*, 则 
AB(A—B) =—arb’(a? + 6b) =— arb?c? 

a、b、c 中 必 有 一 个 偶数 ,因此 当 p 二 3 时 2 | AB(A 一 B)。 由 此 得 到 
矛盾 。 费 马 大 定理 就 得 证 了 。 


5. 椭圆 曲线 


以 下 我 们 将 简单 地 介绍 一 下 怀 尔 斯 证 明 的 背景 及 基本 思路 。 首 
先 介绍 什么 是 椭圆 曲线 以 及 模 曲线 。 
假设 取 定 了 一 个 虚 部 大 于 0 的 复数 r, 集 合 
A= lat+tria.b€eZ} 


构成 了 复数 平面 上 的 一 个 格 。 以 0, 1, r, 1 十 + 为 顶点 的 平行 四 边 
形 工 称 为 格 A 的 基本 区 域 ( 见 图 3. 10. 2)。 任 意 一 个 复数 都 可 以 表 
示 成 x 十 (a 十 t) 的 形式 ,其 中 zxE T, a 十 br € A。 当 z 不 在 TT 的 
边界 上 时 ,z 是 唯一 确定 的 ,而 当 z 落 在 T 的 边界 上 时 ,z 不 唯一 , 例 


rtr 


r 广 -一 一 71+r 
/ dl+s: 
sr 下 / rT 

。 


3 


图 3.10.2 - 
第 三 章 第 十 节 和 费 有 马 大 定理 终于 成 为 定理 321 


如 当 0 二 r,s 过 1 时 ,有 
Tr 十 (a 二 如 )= 二 r+ 十 rt 十 (a 十 (6 一 1)r) 
红 十 (a 十 后 ) 一 1 十 r 十 ((a 一 1) 十 撕 ) 
也 就 是 说 工 的 下 边 上 的 点 r 与 上 边 的 点 r 十 + 有 一 个 等 价 关系 ， 
左边 的 点 sr 与 右边 的 点 1 十 sr 也 有 一 个 等 价 关 系 。 此 外 ,由 于 
0+ (a+br)=1+((a—1)+br) =r+(a+ (6b—1)r) 
r 十 ((a 一 1) 十 (6 一 1)r)， 
所 以 工 的 4 个 顶点 都 是 等 价 的 。 因 此 我 们 重新 定义 基本 区 域 为 
T=|z= z+y |zxz,y€ER,0<zr,y<1} 
这 样 任意 的 复数 都 可 以 唯一 地 表示 成 x 十 (a 十 纪 ), z ET 的 
形式 。 
在 复数 平面 上 有 一 个 亚 纯 函 数 


~ 


Pp(z) 一 让 2 (cy 地) 


wE A—10! 
称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 贿 圆 函数 。 这 里 要 说 一 下 椭圆 函数 名 称 的 来 历 。 
17 世纪 时 为 了 计算 椭圆 的 弧 长 ,得 到 了 一 些 积 分 函数 ,这 些 积 
分 不 能 用 初等 函数 来 表示 ,被 称 为 梢 圆 积分 。 梢 圆 积 分 的 反 函 数 称 
为 梢 圆 函 数 。 因 此 梢 圆 函 数 可 以 理解 为 以 椭圆 的 弧 长 作为 自 变量 的 . 
函数 ,正如 正弦 和 余弦 函数 是 圆 的 弧 长 (以 弧度 来 度量 ) 的 函数 一 样 。 
. 圆 的 三 角 函 数 都 是 周期 函数 , 椭 贺 函数 也 是 周期 函数 ,而 且 它 有 两 个 
周期 ,后 来 就 把 双 周 期 的 亚 纯 函数 统称 为 椭圆 函数 。 
不 难 验证 : 
p(z+1)= p(z), pl(z+7) = p(z) 
说 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 椭圆 函数 有 两 个 周期 1 与 r。 更 一 般 地 ， 
p(z+ (a+br))= p(z), Va, bEZL 
这 表明 只 要 知道 (z) 在 基本 区 域 T 上 的 值 ,就 能 确定 整个 函数 。 魏 
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尔 斯 特 拉 斯 函数 的 导 函 数 


p'(z) = er 
也 是 一 个 双 周 期 函数 ,所 以 也 是 椭 贺 函数 。 这 两 个 函数 有 以 下 的 关 
系 式 

(p')’ = 4p’ — gp— gi 
其 中 


gz 一 60 > lg, = 140 > 二 
wEA-Iol WwW weEAMIo WwW 
利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 两 个 椭圆 函数 可 以 定义 从 基本 区 域 了 一 
{01 到 复 仿 射 平面 C ?内 的 一 个 映射 : 


$: 工 一 10 一 Cc’ 
z > (p(z), p'(z)) 


$(z) 的 坐标 满足 方程 y? = 4z 一 gx 一 gs, 因此 $(z) 是 这 个 方 
程式 所 确定 的 3 次 代数 曲线 上 的 一 个 点 。 这 里 的 C "是 实 欧 氏 平面 
的 推广 , 称 为 复 仿 射 平面 。 注 意 到 0 还 没有 对 应 点 ,因此 有 必要 给 仿 
射 平面 添加 一 条 “无 穷 远 直线 "使 其 成 为 射影 平面 , 记 为 P*。 仿 射 平 
面 内 由 3 次 多 项 式 定义 的 曲线 称 为 3 次 仿 射 代数 曲线 ,这 条 曲线 在 
射影 平面 里 的 闭 包 (就 是 把 这 条 仿 射 曲线 向 无 穷 远 处 延伸 所 得 到 的 
无 穷 远 直 线 上 的 点 添加 进去 ) 称 为 相应 的 射影 代数 曲线 , 记 为 C( 见 
图 3. 10. 3) 。 我 们 这 里 的 3 次 射影 曲线 C 与 无 穷 远 直 线 只 有 一 个 交 
点 ,根据 连续 性 原理 ,可 以 把 $(0) 定 义 为 这 个 无 穷 远 点 。 这 样 就 得 
到 了 一 个 映射 

$: T™>C 


这 个 映射 是 一 一 的 ,双向 连续 的 。 此 外 ,这 个 3 次 多 项 式 在 曲线 

C 的 每 一 个 点 上 至 少 有 一 个 偏 导数 不 等 于 0, 或 者 说 曲线 C 的 每 一 
个 点 上 都 有 一 条 切线 。 这 样 的 曲线 称 为 光滑 的 。 这 条 光滑 射影 代数 
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图 3.10. 3 


曲线 称 为 梢 圆 曲 线 。 反 过 来 ,对 于 任意 的 一 条 3 次 光滑 射影 代数 曲 
线 C, 总 有 一 个 虚 部 大 于 0 的 复数 r, 使 得 由 1 与 + 确定 的 基本 区 域 
了 可 以 用 上 面 定义 的 方式 一 一 地 映 到 曲线 C 上 。 因 此 可 把 椭圆 曲 
线 定义 为 复 射影 平面 P* 上 的 光滑 3 次 曲线 。 

从 上 面 的 介绍 可 以 知道 ,椭圆 曲 线 与 椭圆 之 间 只 有 极其 遥远 的 
亲缘 关系 。 两 者 的 性 质 截然 不 同 。 不 要 把 椭圆 曲线 与 枯 圆 相 混淆 。 

读者 还 要 注意 的 是 :现在 我 们 是 在 复数 范围 里 讨论 问题 ,复数 本 
身 是 2 维 的 , 复 的 仿 射 平面 就 是 4 维 的 空间 ,已 经 无 法 在 现实 世界 里 
实现 了 。 而 一 个 复数 变量 的 多 项 式 等 于 0, 则 可 以 等 价 于 实 部 与 虚 
部 分 别 等 于 0 的 两 个 方程 式 ,因此 一 条 代数 曲线 相当 于 4 维 空间 里 
由 两 个 方程 所 确定 的 零点 集 , 应 该 是 一 个 2 维 的 点 集 。 也 就 是 通常 
所 说 的 曲面 。 这 就 是 为 什么 代数 曲线 也 被 称 为 黎 曼 面 的 原因 。 通 过 
上 面 定义 的 %, 椭 圆 曲线 的 直观 形象 就 是 复数 平面 内 的 一 个 基本 区 
域 T。 

为 了 赋予 了 一 个 更 合适 的 形象 ,我们 首先 通过 连续 的 等 价 拓扑 
变换 将 其 变形 成 一 个 矩形 ,由 于 矩形 下 边 的 点 等 价 于 上 边 的 对 应 点 ， 
因此 把 对 应 点 粘 合 ,就 得 到 一 个 圆 简 。 圆 简 两 端的 圆周 就 是 原 矩形 
的 左边 与 右边 。 再 把 它们 的 对 应 点 粘 合 ,最 终 得 到 一 个 车 胎 面 ,或 者 
说 一 个 油 炸 面包 圈 , 也 被 称 为 环 面 (torus)( 见 图 3. 10.4)。 这 就 是 数 
学 家 心目 中 的 椭圆 曲线 的 形象 。 顺 便 说 一 下 ,任何 一 条 光滑 射影 代 
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图 3. 10.4 


数 曲线 都 可 以 通过 可 逆 拓扑 变换 变形 成 一 个 多 孔 油饼 面 的 模样 ( 见 
3. 10.5) ,其 中 孔 的 个 数 g 是 代数 曲线 的 一 个 最 重要 的 不 变量 , 称 
为 亏 格 。 椭 圆 曲 线 的 亏 格 等 于 1。 代 数 曲 线 的 亏 格 愈 大 ,其 构造 愈 


复杂 。 
SED 


图 3.10.5 


最 后 再 说 几 句 关于 有 理 曲线 的 话 。 在 讨论 勾 股 数 时 ,我 们 已 经 
为 单位 圆 建立 了 一 个 有 理 函数 的 参数 方程 ,如 果 推广 到 复数 域 上 ,很 
容易 看 出 这 个 参数 方程 组 在 除去 士 i 的 复数 集合 C 一 {i, 一 计 与 去 掉 
一 个 点 M( 一 1,，0) 的 单位 圆周 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 。 全 体 复数 的 
集合 C 可 以 看 成 一 条 复 仿 射 直线 ,添加 一 个 无 穷 远 点 后 就 成 为 复 射 
影 直线 PP!。 而 在 参数 方程 组 中 如 果 让 t 趋向 无 穷 大 , 则 点 ( 关 , 了 ) 的 
极限 是 (一 1, 0) ,可 见 令 P :的 无 穷 远 点 对 应 到 M( 一 1, 0) 点 是 合理 
的 。 而 i 与 一 i 则 分 别 对 应 到 复 的 单位 贺 周 与 射影 平面 的 无 穷 远 直 
线 的 两 个 交点 。 这 样 就 建立 了 射影 直线 P ' 与 复 射影 平面 内 的 单位 
贺 周 间 的 一 一 对 应 。 凡 是 能 与 射影 直线 一 一 对 应 的 射影 代数 曲线 称 
为 有 理 曲 线 。 其 实 复 射影 平面 内 的 1 次 与 2 次 光滑 代数 曲线 都 是 有 
理 曲 线 。 因 此 椭 园 也 是 一 条 有 理 曲 线 。 从 有 理 曲线 的 构造 可 以 看 
出 , 它 只 要 有 一 个 有 理 点 ,就 一 定 有 无 限 多 个 有 理 点 。 而 椭圆 曲线 则 
不 同 , 它 上 面 的 有 理 点 构成 一 个 有 限 生成 的 交换 群 。 至 于 亏 格 大 于 
1 的 曲线 则 只 有 有 限 多 个 有 理 点 ,这 就 是 著名 的 莫 德 尔 (Mordell) 狂 
测 , 于 1983 年 才 被 法 尔 廷 斯 (Faltings) 证 明 ,后 者 并 因此 而 获得 了 菲 


尔 兹 奖 。 由 于 4 次 光滑 代数 曲线 的 亏 格 等 于 去 (2 一 1)(4d 一 2), 因 
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此 由 方程 X" 十 Y" = 1 定义 的 费 马 曲 线 ( 这 是 一 条 光滑 曲线 ) 的 亏 格 
当 w 宇 4 时 的 亏 格 一 定 大 于 1, 从 而 最 多 只 有 有 限 多 个 有 理解 。 由 此 
可 见 代 数 方程 的 有 理 点 问题 还 有 着 深刻 的 几何 含义 。 

我 们 看 一 下 射影 直线 的 几何 形象 。 


(NS 通过 左 图 所 示 的 球 极 投影 可 使 复数 平面 
NC C 上 的 所 有 点 与 球面 上 除 北极 外 的 所 有 
A 点 成 一 一 对 应 ,球面 的 北极 恰好 对 应 于 
无 穷 远 点 ,因此 球面 就 与 射影 直线 Pp! 成 

图 3.10.6 一 一 对 应 ( 见 图 3. 10. 6)。 可 见 P! 几 何 


形象 是 一 个 球面 , 它 的 亏 格 等 于 0。 与 用 d = 1、2 代入 亏 格 公式 算 
得 的 结果 相同 。 有 理 曲 线 确 实 是 最 简单 的 代数 曲线 。 

从 上 一 节 的 讨论 可 以 知道 ,每 一 条 椭圆 曲线 都 能 对 应 一 个 虚 部 
大 于 0 的 复数 +, 使 得 由 1 与 r 生成 的 基本 区 域 T 能 与 这 条 椭圆 曲 
线 对 应 。 但 是 同一 条 椭圆 曲线 对 应 的 + 不 唯一 ,例如 1 与 1 十 + 生成 
的 平行 四 边 形 也 是 一 个 基本 区 域 。 可 以 证 明 两 个 具有 正 虚 部 的 复数 
zt 与 r' 确 定 同一 条 椭圆 曲线 的 充分 必要 条 件 是 它们 之 间 有 以 下 
关系 : 


, 十 4 
区 bedEZEad 一 和 一 1 @ 
我 们 称 r 与 r 等 价 。 


又 因 具 有 正 虚 部 的 复数 就 是 位 于 上 半 复 数 平面 (以 下 记 为 H) 
的 复数 ,因此 我 们 可 以 对 上 半 平 面 
的 复数 加 以 分 类 ,并 得 到 关于 上 述 
等 价 关系 的 一 个 基本 区 域 9, 如 图 
3.10.7 所 示 。 

这 里 的 基本 区 域 Q 是 图 中 的 阴 
影 部 分 ,包括 左 半 部 分 用 粗 线 画 出 
的 边界 ,但 不 包括 右 半 部 分 用 细 线 
画 出 的 边界 。 基 本 区 域 的 含义 是 对 
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任何 一 条 椭 贺 曲线 都 能 在 基本 区 域内 找到 唯一 的 一 个 与 之 对 应 的 
r。 再 来 看 看 这 个 基本 区 域 Q 的 几何 形象 :如 果 把 左右 两 半边 界 的 
对 应 点 粘 合 起 来 ,我 们 得 到 一 个 化 学 实验 用 的 无 限 长 的 试管 ,假如 再 
添上 一 个 无 穷 远 点 使 这 个 试管 封闭 (数学 家 称 之 为 “ 紧 化 ") , 则 又 得 
到 一 个 球面 ,也 就 是 射影 直线 P'! 如 果 把 Q 的 紧 化 记 为 6, 则 有 
部 兰 P:。 也 就 是 说 基本 区 域 的 紧 化 是 一 条 代数 曲线 。 这 样 的 代数 
曲线 称 为 模 曲 线 。 
@ 式 定义 的 等 价 关系 可 以 推广 为 


ar+b 
cr 十 dd 


~ Ner 一 


a.b.c.d€EZ2Z,ad—tc=l1l,N|c 


这 里 的 N 是 一 个 正 整 数 。 这 个 等 价 关 系 也 有 一 个 基本 区 域 
Qu ,把 这 个 基本 区 域 紧 化 后 也 能 得 到 一 条 代数 曲线 Xo(N) = 9 
这 种 曲线 也 称 为 模 曲线 。 如 果 巨 是 一 条 定义 在 有 理 数 域 上 的 椭 欧 
曲线 ,并 且 存 在 一 条 模 曲线 Xo( NN) 以 及 满足 某 些 条 件 的 映射 X。(NN) 
一 巨 , 则 也 称 巨 是 模 曲 线 。 例 如 椭圆 曲线 = <(z 十 3 )(z 一 全 ) 就 
是 对 应 于 X。(15) 的 模 曲 线 。 著 名 的 谷山 一 志 村 猜测 认为 所 有 椭圆 
曲线 都 是 模 曲 线 。 

与 模 曲 线 有 密切 联系 的 一 种 函数 称 为 模 形式 。 模 形式 是 定义 在 
上 半 复 数 平面 H 上 的 一 个 解析 函数 f(z), 它 具有 以 下 性 质 : 


f (Ste)= (cr+a)"f(2) 


Ya.b.c.d€EZ,ad—t=1,zx€EH @ 


其 中 加 是 由 /确定 的 某 个 非 负 整数 , 称 为 了 的 权 。 比 较 @ 式 与 @ 
式 ,就 能 看 到 它们 之 间 的 联系 。 

谷山 一 志 村 猜测 是 在 50 年 代 时 由 两 位 年 轻 的 日 本 数学 家 谷山 

丰 和 志 村 五 郎 提 出 来 的 。 开 始 时 并 没有 引起 太 多 人 的 注意 。 直 至 

1984 年 一 位 年 轻 的 德国 数学 家 弗 赖 (G. Frey) 提 出 了 一 个 新 的 想法 : 
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如 果 费 马 的 方程 有 解 4" 十 B" = C', n >> 2, 那么 由 方程 六 = zx? 十 
(A" 一 B")z? 一 A"B" 定义 的 椭圆 曲线 一 定 不 是 模 曲 线 。 因 此 只 要 谷 
山 一 志 村 猜测 得 到 证 明 , 费 马 大 定理 也 就 成 立 了 。 虽 然 弗 赖 当时 提 
出 的 证 明 是 错误 的 ,但 是 在 1986 年 里 贝 特 补 出 了 这 个 证 明 。 现 在 很 
清楚 了 ,为 证 费 马 大 定理 ,只 要 证 谷山 一 志 村 猜测 就 可 以 了 。 但 是 有 
谁 知道 这 两 个 猜测 中 的 哪 一 个 更 容易 一 些 ? 因此 几乎 没有 人 相信 从 
山 一 志 村 猜测 会 在 短期 内 得 到 证 明 。 只 有 唯一 的 例外 ,就 是 怀 尔 斯 ， 
他 相信 他 有 办 法 从 谷山 一 志 村 猜测 着 手 来 证 明 费 马 大 定理 。 


6. 怀 尔 斯 证 明 的 曲折 过 程 


为 了 证 明 椭 贺 曲 线 都 是 模 曲 线 ,需要 证 明 椭 贺 曲 线 的 集合 与 模 
形式 的 集合 间 有 着 对 应 的 关系 。 怀 尔 斯 首先 想到 利用 伽 罗 瓦 (Ga- 
lois) 表 示 建 立 与 模 形 式 间 的 一 一 对 应 关系 。 为 了 这 一 步 , 他 花费 了 
3 年 。 下 一 步 的 想法 是 建立 某 种 计数 理论 ,以 说 明 两 个 集合 有 相同 
数量 的 元 素 。 他 首先 想到 的 是 岩 泽 (Iwasawa) 理 论 , 但 是 后 来 他 听 
说 弗 拉 赫 (Flach) 利 用 科 利 瓦 金 (Kolyvagin) 的 方法 得 到 了 一 些 类 数 
公式 ,这 真是 他 所 需要 的 公式 。 于 是 他 放弃 了 岩 泽 理 论 这 条 路 ,专注 
于 弗 拉 赫 一 科 利 瓦 金 道路 ,直至 1993 年 6 月 ,他 确信 自己 已 经 证 明 
了 谷山 一 志 村 猜测 ,于 是 在 英国 剑桥 的 牛顿 研究 所 的 讲台 上 ,他 宣布 
了 这 个 震惊 世界 的 消息 : 费 马 大 定理 被 证 明了 ! 

可 是 在 以 后 严格 的 审 稿 过 程 中 ,发现 了 其 中 的 一 个 漏洞 , 它 隐藏 
在 弗 拉 赫 一 科 利 瓦 金 方法 的 内 部 。 经 过 长 时 间 的 思考 后 , 怀 尔 斯 还 
是 无 法 填补 这 个 漏洞 。 他 不 得 不 重新 回 到 原先 给 他 放弃 的 岩 泽 理 
论 ,终于 他 发 现 利 用 某 些 黑 克 代数 的 环 论 性 质 可 以 帮 他 解决 问题 ,最 
终 得 到 正确 的 证 明 。 这 时 已 经 到 了 1994 年 的 秋季 。 他 的 论文 则 发 
表 于 1995 年 。 

怀 尔 斯 的 证 明 绝对 不 可 能 是 费 马 当 年 的 证 明 (如 果 确 实 存在 的 
话 ) ,因为 怀 尔 斯 的 证 明 汇 集 了 20 世纪 数论 中 所 有 的 突破 性 工作 ,并 
把 它们 融合 在 一 起 。 他 创造 了 全 新 的 数学 技术 ,并 将 它们 和 传统 的 
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技术 以 人 们 从 未 考虑 过 的 方式 结合 起 来 。 通 过 这 样 的 做 法 ,他 开辟 
了 处 理 为 数 众 多 的 其 他 问题 的 新 思路 。 这 个 证 明 是 现代 数学 的 完美 
综合 ,并 将 对 未 来 产生 不 可 估 最 的 影响 。 有 谁 能 想到 一 个 小 学 生 都 
能 昕 汇 的 问题 会 欧 含 如 此 深奥 的 原理 ,并 要 用 到 最 现代 化 的 数学 工 
具 才 能 最 终 解决 呢 ? 这 也 真是 数学 的 魅力 所 在 。 
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